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Abstract
We analyze photoionization of hydrogen in the presence of a strong static electric eld
F  0:1 a.u. Such a eld essentially modies the spectrum of the unperturbed atom.
Even the ground n = 1 state acquires a nonnegligible width, while the higher eld-free
bound states become overlapping resonances. At the same time, static-eld-induced
states (SFISs) found recently [A. V. Gets and O. I. Tolstikhin, Phys. Rev. A 87,
013419 (2013)] emerge in the eld-free continuum. We formulate the theory of pho-
toionization from a decaying initial state and dene appropriate observables | the
reduced photoionization rate and transverse momentum distribution of photoelec-
trons. These observables are calculated for the four initial states with n = 1 and
2 in the dierent polarization cases. The SFISs are shown to manifest themselves
as distinct peaks in the observables. Remarkably, even broad SFISs can be seen as
narrow well pronounced peaks at elds where their widths are comparable to that of
the initial state. Such a resonance enhancement of the manifestations of SFISs is the
main nding of this work. This nding suggests that SFISs should manifest them-
selves also in photoelectron momentum distributions produced by photoionization in
the presence of a quasistatic eld of intense low-frequency laser pulses currently used
in strong-eld physics.
強静電場中の水素原子の光イオン化
大古田 駿
要旨
空間に一様な静電場中の原子の量子状態を理解する事は, 量子力学誕生直後から現在に
至るまで重要な問題として捉えられている. 1978年, 静電場中の原子の量子状態を実験的
に調べるために, 原子の光イオン化断面積を観測する実験が行われた [R. R. Freeman, et
al., Phys. Rev. Lett. 41, 1463 (1978)]. 実験では, 弱い静電場中のルビジウム原子に, 原
子のイオン化ポテンシャル Ip 程度のエネルギー ~! を持つ低強度のレーザーを照射し, 生
じたルビジウムイオンから光イオン化断面積のエネルギー依存性が測定された.その結果,
~! < Ip の負のエネルギー領域のみならず, ~! > Ip の正のエネルギー領域にも光イオン
化断面積に振動構造が見出された. 負のエネルギー領域に現れた振動のピークは, 静電場
を原子に対する摂動として扱った時に現れるシュタルク効果によってずれたエネルギー
準位のずれに対応する. 正のエネルギー領域に現れた振動は,原子の高い量子数に属する
状態 (n  25) が, シュタルクシフトによって正のエネルギー領域に延びたとの説明がな
され, 振動のピークが数値的に同定された [V. V. Kolosov, Sov. Phys. JETP Lett. 44,
588 (1986)].
2002年頃から, 光イオン化の収量から弱い静電場中の原子の作る量子状態を調べる方法
は, 原子内部の波動関数の存在確率密度を実験的に観測するための光イオン化顕微鏡とし
て注目されている [C. Nicole, et al., Phys. Rev. Lett. 88, 133001 (2002)]. 観測された
量は, 静電場に平行な軸に垂直な平面の光電子の分布であり, これは過去の研究で観測対
象であった光イオン化断面積を内包する. 励起周波数があるシュタルク状態と共鳴する場
合, 光電子の分布は, 非共鳴の励起周波数の分布と比較してその形が急激に変化する. さら
に光電子分布は波動関数の存在確率密度を反映するので, その直接観測が可能になる.
さて, 近年のレーザー技術の発展により, 原子内のクーロン相互作用に匹敵する電場成
分を持つ高強度レーザーを作り出す事が容易となった. レーザー電場の特徴的な時間ス
ケールが, 原子内の電子が運動する時間スケールよりも十分に長い時, レーザー電場を準
静的な電場として扱うことが出来る. クーロン相互作用に匹敵する程強い静電場は, もは
や摂動として扱うことはできず, 物理的な描像も弱電場の場合と大きく異なる. 準静的
な電場によって作られる準静的な量子状態に対し, 別の弱い高周波のプローブ光を照射
することによって, 我々は弱い静電場でしか行えなかった光イオン化の研究を飛躍的に
拡張できると考えている. 例えば, 近年の理論研究で新たに発見された静電場誘起状態
(Static-eld-induced states, SFISs) を実験的に研究することが可能となり, 強電場物理
学の研究を大きく切り開く発見になるだろうと考えている. SFISsとは, 原子核から離れ
た領域に大きな振幅を持ち, 正のエネルギーを持つ共鳴状態であり, 2013年にその量子化
条件が導かれた [A. V. Gets and O. I. Tolstikhin, Phys. Rev. A 87, 013419 (2013)].
SFISsの存在が実験的に証明されれば, 強電場物理学の分野で注目されている原子・分子
のイオン化に対して, 正しい量子状態を理解するための重要な発見になると我々は考えて
いる.
本研究の目的は, 空間に一様な強い静電場中の水素原子の光イオン化を考え, その観測
量に SFISs に由来する構造を見出せるか理論的に調べる事である. これを調べることで,
SFISs が実験的に観測可能であるかを証明する. 我々は, 静電場中の水素原子の n = 1; 2
に属する減衰する初期状態から直線または円偏光によって励起した, 観測量である光電子
の垂直運動量分布と光イオン化レートを定義し, グリーン関数を用いて定式化, 数値計算
によりこれらを求めた.
計算の結果, SFISsが観測量にはっきりと区別できるピークとして現れることが分かっ
た. 観測量に現れたピークの幅は, SFISsの幅のみで決まるのではなく, 初期状態と SFISs
の幅の差で決定されることを示した. この結果は, 適当な初期状態と静電場, 直線または円
偏光の組み合わせにより, 広い幅を持つ SFISsでさえ共鳴的に光電子のスペクトルが増大
されることを意味している. この知見は, 初期状態を無摂動の束縛状態として扱っている
過去の研究では見られない新たな知見である. さらに, 円偏光による光イオン化でさえ観
測量にピークが現れたことは, 過去の研究で解釈されたイオン化した電子の異なる経路間
の干渉では説明ができない知見である.
本研究では, 過去に行われた弱静電場中の原子の光イオン化を, クーロン相互作用に匹
敵する程強い静電場中の光イオン化へ拡張した. 計算の結果, 観測量にはっきりと区別で
きるピークとして SFISsが現れることを示した.このことは, 準静的な電場として扱える
レーザー電場中の光イオン化において, SFISsの実験的な観測が十分に期待できる事を示
唆している.
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第 1章
序論
1978年, 静電場中の原子の共鳴状態を調べるために, レーザーを照射して光イオン化断
面積を観測する実験が R. R. Freeman らによって行われた [1]. 実験では電場の大きさ
F = 4kV=cmの弱い静電場中のルビジウム原子に, 原子のイオン化ポテンシャル (Ip)程
度の光子エネルギー ~! を持つ弱強度のレーザー (100kW=cm2)を照射し, 生じたルビジ
ウムイオンを測定することで光イオン化断面積の励起エネルギー依存性が測定された (図
1). その結果, ~! < Ip の負のエネルギー領域のみならず, ~! > Ip の正のエネルギー領域
にも光イオン化断面積に振動構造が見出された. 負のエネルギー領域に現れた振動構造は,
静電場を原子に対する摂動として扱った時に現れるシュタルク効果によってずれたエネル
ギー準位の構造によって説明された. 正のエネルギー領域に現れた振動構造は, 弱い静電
場によって誘起された振動だと考えられ, 原点に置かれたデルタ関数型のモデルを考える
と実験で現れた振動の極大位置が一致する, との報告がなされたが, 物理的な意味は不明
瞭なままであった.
1986年, V. V. Kolosovによって初めてイオン化閾値を超える振動の説明がなされ, 正
のエネルギー領域に現れたピークの由来が数値的に同定された [3] . それは, 高い量子数
n  25に属する準位がシュタルク効果によって正のエネルギー領域へ延びたという解釈
であり, 数値的に確かめられた (図 2). 摂動論の適用範囲を超える領域へのエネルギー準
位は, ブライト・ウィグナー関係式を用いて正のエネルギー領域へ F を徐々に増大させな
がら準位を追跡することで求められた.
正のエネルギー領域に現れる状態の解析的なアプローチは, 1988年に T. P. Grozdanov
らによって初めて行われた. その方法とは, 弱い静電場によって歪められた有効ポテン
1
図 1: R. R. Freemanらによって行われた弱い静電場中の光イオン化断面積の励起周波長依存性
図は文献 [1] の図を参考に作成. 1978 年に行われた実験の結果である. 静電場 F = 4335V=cm中
に置かれたルビジウム原子に強度 100kW=cm2 の直線偏光レーザーを当て, 生成したイオンの光イ
オン化断面積の実験結果 (左), ポテンシャルと左図の Ec に対応するエネルギー (右)を表す. 左上,
下の図は横軸に励起波長, 縦軸に光イオン化断面積をとり, 直線偏光電場が静電場軸に対し垂直, 平
行方向に照射した時の実験結果である. 右図は静電場軸方向のポテンシャルであり, E = 0; Ec はそ
れぞれ左図の ZERO FIELD IONIZATION, Ec の位置に対応する. 静電場軸に平行な方向にレー
ザーを照射した時, イオン化ポテンシャルを超えたエネルギーでも光イオン化断面積に振動構造を
見ることが出来る. また, 右図の黒く太い実線は原点に無限に高いポテンシャルが存在するというモ
デルポテンシャルを表している.
シャルの閾値近傍での量子化であり, 古典的な運動の類推から, WKB近似を用いて量子
化する方法である. この量子化は R. R. Freemanらの実験結果や, V. V. Kolosovによる
計算と良い一致を示した.
近年, 弱い静電場中の原子の量子状態を光イオン化を通して調べる方法は, 原子内部の
波動関数の存在確率密度を実験的に直接観測するための光イオン化顕微鏡として注目され
ている. これらの実験は光イオン化顕微鏡の理論的なアイデア [15]に始まり, 水素様原子
について半古典的な立場から深い理解が成された [31, 32, 33, 34]. 観測量は, 静電場に平
行な軸に垂直な平面の光イオン化した電子の分布であり, これは過去の研究で観測対象で
あった光イオン化断面積を内包する観測量である. レーザー電場の周波数が高い量子数を
持つあるシュタルク状態と共鳴する場合, 光電子の分布は, 非共鳴の周波数の場合と比較
してその形を急激に変化させ, その分布はシュタルク状態の波動関数の存在確率密度を表
す. 光電子を通して, 原子内部の波動関数の存在確率密度の情報を直接観測できることか
ら, 光イオン化顕微鏡と呼ばれている.
光イオン化顕微鏡の観測実験は, 1996年の臭素イオン (Br )の光脱離過程 (~!+Br  !
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図 2: V. V. Kolosovによるイオン化ポテンシャルを超えるピークの同定.
図は文献 [3] より引用. 1986 年に報告された数値計算結果から, イオン化ポテンシャルを超え
るピークをシュタルク状態の量子数によって指定した報告である. (a)F = 6:5kV=cm, (b)F =
14:4kV=cmの静電場中に置かれた水素原子の光イオン化断面積の実験結果 (黒色の実線)と数値計
算結果 (矢印と影の領域). 図中横軸はエネルギーを表し, E = 0が無電場のイオン化ポテンシャル
に対応する. 図中の矢印は, 数値計算により得られたシュタルク状態の量子数 (n; n; n)のエネル
ギーを示し, 影の領域は数値計算により得られた各状態の幅を示す. 静電場が強くなると, ピークの
間隔は広がる.
Br+ e )から始まった [35]. この実験では陰イオンからの光脱離で生じた光電子を考えて
いるため, 光電子に含まれる情報は原子の情報をほとんど含まず, 連続状態の情報だけで
ある. 一方, 中性原子 Aの光イオン化過程 (~! + A ! A+ + e ) から生じる光電子を考
えれば, 連続状態のみならず, 原子の準安定状態の情報が光電子に含まれる. 中性原子を用
いた光イオン化顕微鏡の実験は, 2002年に C. Nicoleらによるキセノン原子を用いた実験
[16, 17]から始まった. 文献 [16]の実験では, 光イオン化顕微鏡で光電子の存在確率密度
の節が初めて観測された (図 3). 実験では弱い静電場中に置かれたキセノン原子の準安定
状態 6s2[3=2]J=2 から 1光子吸収による光イオン化を考え, ポテンシャルの鞍点よりも高
いエネルギーに励起した. その結果, 静電場軸に対し垂直に置かれた光電子検出器に明確
に節の構造が現れ, 節の位置が理論計算結果 [15, 32]と一致した. この実験の後に, 弱い静
電場 ( 1kV=cm)中のリチウム [8, 9], 水素 [10], ヘリウム [11] の光イオン化の実験が行
われた.
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図 3: C. Nicoleらによる, キセノン原子の 1光子吸収による光イオン化で観測された, 静電場軸
に垂直な平面の光電子の分布とその動径方向の分布.
図は文献 [16]を参考に作成. 2002年に報告された実験で, 光イオン化顕微鏡で電子の存在確率密度
の節が初めて観測された. 図は, F = 320V=cm の弱い静電場中に置かれたキセノン原子の準安定
状態 6s2[3=2]J=2 からの 1光子吸収による光イオン化で, 静電場軸に (a)垂直な平面の光電子の分
布と (b)その動径方向の分布を表す. 励起に用いたレーザーは, 垂直軸に沿い検出器に対し平行方向
に直線偏光された波長 326:05nm を持つ. このレーザーによって, 電子は静電場により歪められた
ポテンシャルの鞍点よりも 13:8cm 1 だけ高いエネルギーに励起される. (a)縦, 横軸は静電場軸に
対して垂直な平面の位置を表しており, 明るい (白い)ほどその位置で多くの光電子が検出器で観測
されたことを表す. (b) 横軸は静電場軸から垂直な方向の距離を表し, 縦軸は光電子の分布を表す.
図中の黒色の実線が実験で観測されたデータであり, 点線は理論計算結果 [15, 32]である. 理論計算
は静電場とクーロンポテンシャルを考慮し, 静電場軸に対し検出器に直接向かう様々な経路間の干
渉として計算された.
次に原子・分子中のクーロン相互作用に匹敵する程の強い静電場 (約 0.1a.u.) 中の原
子・分子を考えよう. 空間に一様な強い静電場を実験的に作り出すことは現在のところ不
可能である. しかし, 近年のレーザー技術の発展により, 強い電場成分を持つレーザー電
場を作り出すことが容易となった. 具体的に 1パルス当たり 10J, 強度 (電場の二乗に比
例)のパルス幅 50fsのレーザーパルスを 30m2 にまで集光すれば, レーザー強度は
I[W=cm2] =
10 J
30 m2  50 fs  6:67 10
14 W=cm2 (1)
となる. レーザー強度をレーザー電場に換算すれば
F [V=cm]  27:46
p
I[W=cm2]  7:1 108 V=cm (2)
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となり, 陽子がボーア半径に作る電場
1 a:u:  5:1 109 V=cm (3)
に匹敵する [5]. 集光の広さは 30m2  5m  5m なので, 典型的な原子の大きさ 1A
に比べて非常に大きい. このようにして作られたレーザー電場は原子にとって空間に一様
で, クーロン相互作用に匹敵する電場成分を持つ.
純粋な静電場が実験的に作ることが出来ないにもかかわらず, 我々が強い静電場中の原
子の量子状態に興味を持つ理由は, 断熱的な取扱いが出来る状況において, 強レーザー場
中の原子・分子物理学で興味を持たれている問題への応用が可能だからである. 強レー
ザー場中の原子や分子の量子状態の時間発展は, 瞬時の一様静電場中の量子固有状態であ
る, シーガート状態によって構築される [18]. 典型的な近赤外レーザー電場の場合, レー
ザー電場の特徴的な時間スケールである周期は数十 fsであり, これは水素原子の基底状態
にいる電子が原子核の周りを古典的に 1周回る時間 24asに比べて十分長い. よってレー
ザー電場は断熱的, すなわち原子核を周る電子にとっては準静的な電場として扱うことが
できるため, 電子の動きはレーザー電場の動きに即座に追従する, という断熱近似を用い
ることが出来る.
準静的な量子状態に対し, 別の弱い高周波のプルーブ光を照射することによって, 我々
は弱い静電場でしか行えなかった光イオン化の研究を飛躍的に拡張できると考えてい
る. 例えば, 近年の研究で新たに発見された静電場誘起状態 (static-eld-induced states,
SFISs)[21]を実験的に研究することが可能となり, 強レーザー場中の原子・分子物理学の
研究を大きく切り開く発見になることが期待される.
SFISs とは, 原子核から離れた領域に大きな振幅を持ち, 正のエネルギーを持つ共鳴状
態である (図 4). 2010年にゼロレンジポテンシャル中で初めて議論がなされ [19], 2012年
に 3次元中の静電場中の任意の原子・分子の量子化条件が導かれた [21]. 現在, SFISsは
その存在が理論的に証明されたのみで, 実験的な観測は未だ成されていない.
本研究の目的は, 空間に一様な強い静電場中の水素原子の光イオン化を考え, その観測
量に SFISsに由来する構造を見出せるか調べる事である.これを調べることで, SFISsが
実験的に観測可能であるかを証明する.
本論文の構成は以下のとおりである. 第 2章では, 空間に一様な静電場中の水素原子中
の電子が満たす時間依存しないシュレーディンガー方程式を, 物理的に適切な境界条件を
設定することで得られるシーガート状態について述べる. また, 2012年にその存在が示さ
れたシーガート状態である SFISsが持つ性質や, 無電場の束縛状態が歪められたトンネル
5
図 4: 水素原子の TSsと SFISsの典型的な波動関数.
数値的に求めた TSs と SFISs の波動関数. TSs はエネルギー準位が負で, 原点付近に共鳴領域
があるのに対し, SFISs はエネルギー準位が正で, 原点から離れた領域に共鳴領域がある. 図の
黒色の実線は, 電場 F = 0:03 の時のポテンシャル V (r) =  1=r + Fz を示し, 灰色の実線は
F = 0 の時のポテンシャルである. TSs の量子数は (n; n;m) = (0; 0; 0), SFISs の量子数は
(n; n;m) = (4; 0; 0)である.
状態 (Tunneling states, TSs)について述べ, 本論文で注目する SFISsが持つ性質を明ら
かにし, それらの状態の基本的な性質と, 数値計算結果を示す. 第 3章では, 強静電場中の
水素原子の光イオン化を定式化し, 観測量である光イオン化レートと光電子垂直運動量分
布を定義する. そして, 観測量を数値的に求めた結果を示し, 適切な電場と偏光を決めるこ
とで, SFISsが観測量に共鳴的に現れる事を示す. 最後に第 4章で結論を述べる.
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第 2章
静電場中の水素原子の量子状態
本章では, 空間に一様な静電場中の水素原子が作る量子状態ついて説明する. 静電場中
では, 電子が静電場によって歪められたポテンシャル障壁をトンネル効果によって通り
抜け, 原子はイオン化する. 波動関数が十分遠方でゼロになる束縛条件は適切ではなくな
るので, 物理的に適切な原点で正則であり, 外向き波境界条件を満たした時間依存しない
シュレーディンガー方程式の解であるシーガート状態について説明する.
クーロンポテンシャルは球対称であるが, 静電場が加わることにより, 球対称性がくず
れるため, 球面座標系で波動関数を変数分離することが出来なくなる. しかし, 静電場の
方向を z 軸に指定することにより, 波動関数は静電場がある場合でも放物座標系で変数
分離可能である. 節 2.1 で, 電場が無い場合, 放物座標系で指定される量子数に対応する
波動関数は, 球面座標系のそれと異なるので, それぞれの座標系で波動関数がどのように
記述されるか説明する. 続いて, 節 2.2では電場がある場合のシーガート状態について記
述する. シーガート状態は, 原点で正則であり, 外向き波境界条件の下で時間依存しない
シュレーディンガー方程式の解である. シーガート状態はトンネル状態 (TSs), 超障壁状
態 (TBSs), 静電場誘起状態 (SFISs) の 3 つの状態に分類され, 各々の性質について述べ
る. これらは弱電場漸近で指定される量子数によって記述される. その後, 節 2.3 でシー
ガート状態の固有エネルギーと固有関数についての数値計算方法について述べ, 最後に節
2.4で数値計算結果を示す.
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図 5: 球面座標系と放物座標系における水素原子の主量子数 n = 1; 2, 磁気量子数m = 0に属する
電子の量子状態.
電場が無い時の球面座標系, 放物座標系の量子数で定義される波動関数. y = 0 に固定し, x   z
平面で示した. (a),(b),(c) はそれぞれ球面座標系の量子数 (n; l;m) = (1; 0; 0); (2; 0; 0); (2; 1; 0),
(d),(e),(f)はそれぞれ放物座標系の量子数 (n; n;m) = (0; 0; 0); (1; 0; 0); (0; 1; 0)を表す.
2.1 水素原子の束縛状態
静電場が無い時の水素原子の束縛状態を考える [41, 42, 44]. 時間依存しないシュレー
ディンガー方程式は, 
 1
2
  1
r

 (r) = E (r) (4a)
 (r)

r!1= 0 (4b)
である. ここで,  はラプラシアン, r =
p
x2 + y2 + z2 は原点からの距離, E は固有エ
ネルギー,  (r)は電子の波動関数である. 方程式 (4a)は球面座標系と放物座標系で変数
分離可能である. 本節では, 球面座標系と放物座標系のそれぞれの量子数で指定される波
動関数の違いを説明することを目的とする.
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まず, 球面座標系 (r; ; ')とは以下のように定義される座標系である.8>>><>>>:
r =
p
x2 + y2 + z2 (0  r  1)
 = cos 1
z
r
(0    )
' = tan 1
y
x
(0  '  2)
;
8><>:
x = r sin  cos'
y = r sin  sin'
z = r cos 
(5)
球面座標系において, 波動関数は
 nlm(r)= Rnl(r)Ylm(; ') (6a)
Rnl(r) = (2{)3=2
s
(n  l   1)
2n[(n+ l)!]
e {r (2{r)l L(2l+1)n l 1 (2{r) (6b)
Ylm(; ') = ( 1)(m+jmj)=2
s
2l + 1
2
(l   jmj)!
(l + jmj)!P
(jmj)
l (cos )
eim'p
2
(6c)
と変数分離される. ここで, { = 1=nと置き, nは主量子数, l は軌道角運動量量子数, m
は磁気量子数を表す. また, L()n はラゲール陪多項式 [36], P ()n はルジャンドル陪多項式
[36]である. n = 1; 2; m = 0 のいくつかの波動関数は以下の通りであり, 波動関数を図
5(a), (b), (c)に図示した.
 
(sp)
100 (r) =
1p

e r (7a)
 
(sp)
200 (r) =
1
4
(2  r)e r=2  1p
2
(7b)
 
(sp)
210 (r) =
1
4
re r=2 cos   1p
2
(7c)
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次に, 放物座標系 (; ; ')とは以下のように定義される座標系である.8>><>>:
 = r + z (0    1)
 = r   z (0    1)
' = tan 1
y
x
(0  '  2)
;
8>>><>>>:
x =
p
 cos'
y =
p
 sin'
z =
1
2
(   )
(8)
放物座標系において, 波動関数は
 nnm(r) =
r
2
n
{3=2
s
n!n!
(n + jmj)!(n + jmj)!
 e {(+)=2{jmj()jmj=2L(jmj)n ({)L(jmj)n ({)
eim'p
2
(9a)
と変数分離される.ここで, n = n + n + jmj+ 1は主量子数, n は  方向の量子数, n
は  方向の量子数である. n = 1; 2; m = 0のいくつかの波動関数の具体的な形は以下の
通りであり, 波動関数の様子を図 5(d), (e), (f)に図示した.
 
(pa)
000 (r) =
1p

e (+)=2 (10a)
 
(pa)
100 (r) =
1
23=2

 
2
+ 1

e (+)=4
1p
2
(10b)
 
(pa)
010 (r) =
1
23=2

 
2
+ 1

e (+)=4
1p
2
(10c)
式 (7)と式 (10)より, n = 1; 2; m = 0に属する球面座標系と放物座標系の波動関数の
間には,
 
(sp)
100 (r) =  
(pa)
000 (r) (11)
1p
2
h
 
(sp)
210 (r)   (sp)200 (r)
i
=  
(pa)
100 (r) (12)
1p
2
h
 
(sp)
210 (r) +  
(sp)
200 (r)
i
=  
(pa)
010 (r) (13)
の関係がある. これは, 主量子数が同じ状態は縮退しているので, 放物座標系で指定する状
態は球面座標系で指定する状態の線形結合で書き表すことが出来ることによる.
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2.2 静電場中の水素原子のシーガート状態
空間に一様な静電場中に置かれた水素原子の電子に対する時間依存しないシュレーディ
ンガー方程式は, 
 1
2
  1
r
+ Fz   E

(r) = 0; F > 0 (14)
と書ける. ここで, 静電場の方向を z 軸正の向きに取った. 式 (14)は束縛状態を持たない.
つまり, 境界条件 (4b)を満たす解は存在しない. なぜなら, z !  1の漸近において, 静
電場と電子の相互作用ポテンシャル項 Fz は負の無限大へ漸近するため, 原子は有限の時
間でイオン化するからである. すなわち, 静電場が存在する場合, 物理的に意味のある電子
の波動関数が満たすべき境界条件は,
(I) 原点で正則であること
(II) z !  1の漸近で外向き波であること
の 2 つであり, これらの境界条件を満たす式 (14) の解を探すのが適切である. これらの
(I), (II)の境界条件を提案者の A. Siegertにちなみ, シーガート境界条件と呼ぶ [45].
シーガート境界条件の下で, 式 (14)は固有値問題となり, シーガート境界条件を満たす
固有状態（シーガート状態）を用いて物理量を構成する方法をシーガート状態法と呼ぶ.
一様静電場中の原子のハミルトニアンはエルミートではない. そのため, シーガート状態
の固有エネルギー E は複素数となり, また波動関数も複素関数となる.
式 (14)は放物座標系で変数分離できるので, 波動関数を
(r) = f()()
eim'p
2
(15)
と変数分離する. ここで ()と f()はそれぞれ
d
d

d
d
  m
2
4
+ 1   + E
2
  F
2
4

() = 0 (16a)
()j!0 / jmj=2; ()j!1 = 0; (16b)
と 
d
d

d
d
  m
2
4
+  +
E
2
+
F2
4

f() = 0 (17a)
f()j!0 / jmj=2; f()j!1 =  1=2f(;E); (17b)
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の微分方程式 (16a), (17a)と境界条件 (16b), (17b)を満たす. ここで  は分離定数であ
り, f(;E) は外向き波を表す. 式 (16a) を満たす () は,  F24 の項が存在するため,
 !1の漸近で 0に収束する. そのため,  方向に外向きの流束密度（フラックス）は存
在しない. よって, 外向きのフラックスは  方向から現れる.  !1の境界条件である外
向き波 f()は,
f(;E) =
21=2
(F)1=4
exp

iF 1=23=2
3
+
iE1=2
F 1=2

(18)
と書ける. この関数に対する流束 J は,
J j!1 = 1
2i

f(;E)
@f(;E)
@
  f(;E)@f
(;E)
@

(19)
より, 式 (18)を代入して
J j!1 = 1 +O( 1) (20)
となる.  !1の漸近で第二項は無視できるので, J = 1となる.
続いてシーガート状態の規格化について説明する. シーガート状態は固有エネルギーが
複素数なので, 全空間の存在確率密度で規格化すると発散する. 従って, シーガート状態の
規格化は, 関数の正則性を保ちながらZ
2(r)dr = 1 (21)
として複素共役をとらないで規格化する. 式 (21)の積分経路を実 z 軸上にとると, 被積分
関数は固有エネルギーの虚部 Im(E)によって z !  1の漸近で発散する. そこで, 複素
解析のジョルダンの補助定理 (Jordan's lemma)([39], 付録 A)を利用して, 複素平面上へ
積分経路を変えることで正則化する.
式 (14)が放物座標系で変数分離可能であることは, シーガート状態が ; ; '方向のそ
れぞれの量子数 (n; n;m)の組で指定できることを意味している. F = 0の場合, 量子数
n; n はそれぞれ式 (16a), (17a)の解の節の数に対応するが, シーガート状態は量子数と
節の数は対応しない. なぜなら, 解は複素数であり, 関数の節が定義出来ないからである.
シーガート状態は無数に存在し, そのほとんどは複素エネルギー平面の深い (虚部が大
きい)領域に位置している. しかし, 幾つかのシーガート状態の E は実エネルギー軸の近
傍に存在する. これらの状態の Im(E)は, エネルギー実部 Re(E)に比べて小さく, 量子数
n; n は近似的に関数の節の数を表す. 物理的に重要で, 本論文で興味があるシーガート
状態は, このように Im(E)が小さい状態だけである.
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図 6: 幾つかの TSsと SFISsの E の静電場の依存性.
本論文に特に関連する TSs と SFISs の E = Re(E) の電場依存性. 本論文では量子数 (n; n;m)
で指定される 4つの TSsからの光イオン化を考える. 束縛状態の量子数 (n; n;m)で指定される
TSを TS(n; n;m)と表し, 図の下方に示した. 図中の実線の周りを囲む影の領域の幅は TSの幅
  =  2Im(E)を示した. また, E > 0の領域で上方に向かう順に, 量子数 n = 2; : : : ; 10, n = 0,
m = 0; 1; 2で指定される SFISsの E を示した.
2.2.1 トンネル状態 (TSs)
静電場が存在するにもかかわらず, Im(E)が小さいシーガート状態のひとつは, 束縛状
態が弱い電場によって若干歪められた状態である. 静電場が弱いので, 量子数が関数の節
の数に等しいという描像は近似的に保たれ, この状態の量子数は非摂動束縛状態の放物量
子数によって指定される. この状態の E を実部と虚部をあらわに分けて
E = E   i 
2
(22)
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と書く. ここで E ;  > 0は実数で, E は通常の意味で状態のエネルギー準位,  は状態の
イオン化レートを表す. この状態はトンネル効果によって式 (14) のポテンシャル障壁を
すり抜ける. E ; は, 放物量子数 (n; n;m)の組を用いて F ! 0の漸近展開によって得
ることが出来る [23, 41, 42, 43].
束縛状態の量子数で指定されるそれぞれの状態について, E がポテンシャル障壁の極大
を超えるような電場 Fc が存在し, 漸近展開は, F < Fc の間でのみ用いることが出来る.
それゆえに, このシーガート状態はトンネル状態 (Tunneling States, TSs)と呼ばれ, シュ
タルク状態としても知られる. TSsの意味が保たれるトンネル領域では, ;  方向の量子
数 n, n は関数の節としての意味が保たれる.
TSsの特徴は以下の 4点である.
(1) 波動関数は原点付近に存在するクーロンポテンシャル障壁の間に局在する.
(2) E は負である.
(3)  は F の減少につれて指数関数的に減少するので, 十分に弱い電場では, 隣り合う
エネルギー準位の間隔より狭くなる.
(4) F ! 0の弱電場漸近で分離定数  は以下の形を持つ.
jF!0 = 1  {

n +
jmj+ 1
2

(23)
ここで, { =
p 2EjF=0 = 1=nであり, n = n+n+ jmj+1は主量子数を表す. F = 0
で, n = 1; 2の量子数に属する 4つの TSsの E と  を図 6に示した. これらの状態はト
ンネル領域で明確に分かれている. そして, F > Fc の障壁を超える領域に解析的に接続さ
れると,  が急速に大きくなり, 隣り合う準位と重なり合い始める. この領域では, 状態を
区別するためにトンネル状態の量子数 n; n;mを用いているが, 節の意味を果たさない.
ここで, TSsの  の意味について, 連続の式を通じて考察しよう [41, 46]. ある E に属
する TSの波動関数 (r)の時間発展は時間依存シュレーディンガー方程式
i
@
@t
(r; t) =

 1
2
  1
r
+ Fz

(r; t) (24)
に従うので, (r)は
(r; t) = (r)e iEt (25)
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のように因子 e iEt を伴って時間発展する. (r; t)について, 連続の式
@
@t
(r; t) +rj(r; t) = 0 (26)
を考える. ここで, (r; t) = j(r; t)j2 は存在確率密度, j(r; t)は確率のフラックスを表す.
式 (25)を式 (26)に代入すると
rj(r) =  j(r)j2 (27)
となり, 時間依存性は消える. F > 0の場合, 外向きフラックスは z !  1である.
F ! 0 の弱電場極限を考えると, 全外向きフラックスが   に等しくなることを示す.
m を  2E=F  m  F= 2 を満たすように決める. ここで, F= 2 は外向き波 (18)が
指数関数的に増加し始める  の条件から決定され,  2E=F は, 式 (17a)の左辺第 4, 5項
から得られる最も外側の転回点である. m より内側の  . m の領域では, 波動関数は無
電場の時に比べて殆ど歪まない. そのため, この領域で (r)はほとんど実数で, 電場が無
い時の同じ量子数に属する波動関数とほぼ一致する. したがって,  . m の電子の存在
確率は Z
m
j(r)j2dr = 1 +O( ) (28)
となる. 連続の式 (27)の両辺を   m の範囲で積分すれば,Z
S
jn(r)dS =  
Z
m
j(r)j2dr (29a)
=  (1 +O( )) (29b)
となる. ここで, jn は積分領域表面 S の面積素片 dS に対して, 外向き法線方向を表す
j の成分である. よって, F ! 0 の弱電場極限において,   は単位時間当たりの全外向
きフラックスに等しい. 本論文では, 束縛状態の量子数 (n; n;m) で指定される TS を
TS(n; n;m)と表す.
2.2.2 静電場誘起状態 (SFISs)
TSs と異なる領域で n と n が意味を持つ状況は, 静電場相互作用項 Fz によって,
電子が z > 0 の領域に存在する共鳴領域に捕獲される状況である. この共鳴領域は静電
場が存在しなければ消失してしまうため, 静電場誘起状態 (Static-eld induced states,
15
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SFISs)と呼ばれる [21]. SFISsは共鳴領域の片側で完全に反射されないので, TSsと同じ
く減衰する状態である.
SFISsの特徴は以下の 4点である.
(1) 波動関数は z > 0で z  E=F の共鳴領域に局在する.
(2) E は正である.
(3)  はエネルギー準位の間隔とおおよそ等しい.
(4) F ! 0の弱電場漸近で分離定数  は以下の形を持つ.
jF!0 =  ik

n +
jmj+ 1
2

(30)
ここで, k は F の非自明的な依存性を持ち, 具体的な依存性は以下の通り導かれる漸近量
子化条件 (54)に従う.
水素原子の場合について, SFISsの量子化条件を考える [21]. 静電場中の水素原子の電
子に対する時間依存しないシュレーディンガー方程式は
 1
2
  1
r
+ Fz   E

 (r) = 0 (31)
であり, 放物座標系を用いて変数分離する. 波動関数を
 (r) =  1=2()f()
eim'p
2
(32)
と変数分離し, まず  方向に関して微分方程式
d
d

d
d
  m
2
4
+  +
E
2
+
F2
4

f() = 0 (33a)
を, F ! 0の弱電場漸近で, (i)  ! 0で正則, (ii)  ! 1で外向き波境界条件を満たす
解を探す. 続いて  方向に関して微分方程式
d2
d2
+
1 m2
42
+
1  

+
E
2
  F
4

() = 0 (34)
を満たし,
 1=2()

!0 <1; (35a)
()

!1 = 0 (35b)
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図 7: 接続領域における有効ポテンシャルの実部と波動関数. 実  軸上の有効ポテンシャルの実部
(黒色の実線) と波動関数 (実部を赤色の実線, 虚部を青色の実線). また, 式 (39)の接続領域を緑色
の点線で描いた. 接続領域で, 原点で正則な内側の解と,  ! 1の境界条件を満たす外側の解を接
続する. 静電場 F = 0:03の時, (a)SFIS(10; 0; 0)に属する固有エネルギー E, 分離定数 0 で計算,
(b)SFIS(4; 0; 0)に属する E; 0 で計算した. 今,
k2=40  (a)0:377; (b)0:152であり, 電場の条
件 (40)を満たす.
の境界条件を満たす解を探すことで, SFISsの漸近量子化条件を導く.
まず, F ! 0の leading orderでは, 式 (33)の F を含む項は無視できる. この時, (i) ,
(ii) の境界条件を満たす E > 0の式 (33)の解は,
n;m =  ik

n +
jmj+ 1
2

(36)
fn;m() =
s
 ikn!
(n + jmj)! ( ik)
jmj=2eik=2L(jmj)n ( ik) (37)
である.ここで, n;m は ; ' 方向の量子数を表し, n = 0; 1;    ;m = 0;1;    ;であ
る. また, L()n (z)はラゲール陪多項式 [36]を表し, k は
E = k2=2; k =
p
2E (38)
の関係を満たす.
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続いて,  方向の量子化を考える. 解析的に解くことは出来ないので, 境界条件を満た
す  が小さい内側領域で構成した解と, 大きい外側領域で構成した解を接続することで
SFISsの量子化条件を導く.
接続領域
式 (34)の左辺の第 4項が他の項に比べて主要となる  の領域
40n;m
k2
   k
2
F
(39)
を考える.ここで 0n;m = 1  n;m とおいた. この領域が存在するためには, 条件
F 
 k440n;m
 (40)
が満たさていなければならない. 条件 (40)は E に依存するので, E を求めた後に初めて
評価することが出来る. 以降では, 条件 (40)が満たされていると仮定し計算を進める.
内側領域
F を含む項が leading orderの範囲で無視できる内側領域では, 式 (34)の解は, F を含
む第 2項を無視した境界条件 (35a)を満たす線形独立な 2つの解
()n;m() = (k)
i0n;m=keik=2[1 +O(1=k)] (41)
の線形結合で表される. すなわち内側領域において, 式 (31)の解は, 原点で正則な解であ
る放物散乱状態
 n;m(r; k)j!1 = A(k) 1=2
h
(k)
 i0n;m=ke ik=2
+ (k)
i0n;m=keik=2f (n;m)(k)
i
 fn;m()
eim'p
2
(42)
で表される. ここで, Aは任意の定数であり, f (n;m)(k)は, F = 0の式 (31)の解である
放物散乱状態
 n;m(r; k) =
 (1 + jmj   a)
iajmj! (k)
jmj=2e ik=2M(a; 1 + jmj; ik)  fn;m()
eim'p
2
(43)
との比較によって得られ,
f (n;m)(k) =
 (b)
i1+jmj (a)
(44)
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を得る. ここで  (z)はガンマ関数 [36], M(a; b; z)は合流型超幾何関数 [36]であり, また,
b = 1 + jmj   a; a = i=k   n (45)
とおいた.
外側領域
続いて式 (34)の第 2項が無視できる,  ! 1の外側領域を考える. この領域の解は文
献 [23]により与えられており, F の leading orderの範囲に限れば半古典近似の結果と同
じになる.
p2n;m() =  
F
4
+
k2
4
+
0n;m

+
1 m2
42
(46)
と置き,  を有効ポテンシャルの外側の転回点
pn;m() = 0 !  = n;m =
k2
F
+O(F 0) (47)
と定義する. 境界条件 (35b)を満たす解は, 古典的な運動が許される範囲  < n;m で
n;m() =
cos[sn;m()  =4]p
pn;m()
; sn;m() =
Z n;m

pn;m(
0)d0 (48)
の形を持つ.領域 (39)では式 (48)の積分は実行できて,
sn;m() =
k3
3F
  k
2
  
0
n;m
k
ln
F
4k2
+O(F 1) (49)
を得る. よって, 境界条件 (35b)を満たす式 (31)の解は, 領域 (39)で
 n;m(r; k) = B
 1=2 cos
"
k3
3F
  k
2
  
0
n;m
k
ln
F
4k2
  
4
#
 fn;m()
eim'p
2
(50)
の形を持つ.ここで, B は任意の定数である.
解の接続
領域 (39)で, 式 (42)と式 (50)は  に依らず一致しなければならない. そのような k は
離散的に存在して,
A(k) 1=2
h
(k)
 i0n;m=ke ik=2 + (k)i
0
n;m
=k
eik=2f (n;m)(k)
i
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= B 1=2 cos
"
k3
3F
  k
2
  
0
n;m
k
ln
F
4k2
  
4
#
(51)
を満たす k のみである. A;B がゼロではない非自明な解が存在するためには,
det
 k i
0
n;m
=k   F
4k2
 0n;m=k ei k33F  i4
k
+i0n;m=kf (n;m)(k)
 
F
4k2
0n;m=k e i k33F +i4
 = 0 (52)
が満たされていなければならない.よって, SFISsの量子化条件
k3
3F
+
0n;m
k
ln
4k3
F
  i
2
ln f (n;m)(k) = 

n +
1
2

; (n = 0; 1; 2;    ) (53)
を得る.式 (53)を解くことによって SFISsの量子数と E が指定される. 式 (44)を代入し
て整理すれば, 水素原子の量子数 (n; n;m)に属する SFISの E が満たす量子化条件
k3
3F
+
i
2
(b  a) ln 4k
3
F
  i
2
ln
 (b)
 (a)
= 

n +
jmj
4
+
1
2

(54)
を得る.
幾つかの SFISsの E の電場依存性を図 6の上方に示した. SFISsの  は n の増加に
伴い急激に増加するので, n = 0に属する状態のみを示した. 図 6に示した SFISsの E
とは, 与えられた量子数 (n; n;m)と電場 F に対し, 量子化条件 (54)を満たす E を求め
た後, その近傍に存在する式 (16a), (17a)の解を数値的に求めたエネルギーの実部である.
このように, 有限の F で求めた SFISsは, F ! 0の方向へ解析的に接続される. 本論文で
は, いくつかの SFISsに対し, この計算を行った. その結果, すべての SFISsが TSsに数
値的に解析接続し, 束縛状態につながった. この場合, SFISsはある電場 Fb が存在し, こ
の電場より小さい時はクーロンポテンシャルに捕獲され, E < 0となり, 式 (54)が適応で
きなくなる [21]. このことは, F < Fb では SFISsの量子数 n と n の意味は失われ, F
の減少ともに, SFISsは異なる量子数を持つ TSsへ繋がることを示している. SFISの量
子化条件 (54)から決まる量子数 (n; n;m)で指定される状態を SFIS(n; n;m)と表す
と, SFIS(1; 1; 0)は TS(2; 1; 0)の量子状態に繋がった. しかし, 本論文で確認した限りで
は, n = 0で SFISsと TSsは同じ量子数の状態に繋がった.
Zero-range potentialの場合, 束縛状態は 1つしか存在しない. F が減少するにつれて,
SFIS は 1 つだけが TS に接続し得る. そして, 他の全ての SFISs の E はゼロに向かい,
消失する. このことは F = 0で SFISsに対応する状態は無い事を示している [21]. 有限個
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の束縛状態を持つポテンシャルでも F = 0で消失する SFISsがあることは明らかである.
クーロンポテンシャルの場合にも F = 0で消失する SFISsは存在することは考えられる
が, 本論文の計算で行った範囲ではそのような状態を見つけることは出来なかった.
2.2.3 超障壁状態 (TBSs)
本論文では TSs と SFISs を主にして扱うが, ここでそれら以外の量子化が存在する事
について説明する. その状態は E がポテンシャル障壁の極大点の近傍に存在する状態であ
り, 電場の強さがおおよそ Fcと Fbの間, あるいはその近傍に存在する状態である. この状
態は, 超障壁状態 (Top-of-the-barrior states, TBSs)と呼ばれ, 1988年に T. Grozdanov
らによって古典運動の類推から, 半古典的な量子化条件が導かれた [4]. この状態は TSs
と SFISsの間の電場の領域に存在し, その量子化の手続きは以下の通りである.
まず, 古典的な運動が  ! 0の領域に長時間とどまる軌道を見つける. 静電場の方向を
z 軸にとり, z 軸周りの角運動量をM と書き, 分離定数を 0 と書く. するとハミルトン=
ヤコビ方程式から,
d = 

E
2
+
0

  M
2
42
  F
4

 1=2
d
2
(55a)
d = 

E
2
+
1  0

  M
2
42
+
F
4

 1=2
d
2
(55b)
を得る. ここで,  は時間 tに関係する変数で, dt = rd の関係がある. E > 0の時,  方
向に沿ったの運動 (55a)はいつも束縛された運動であり,  方向に沿った運動 (55b)は十
分時間が経過すると  !1へ向かう, 束縛されていない運動である. 今, 興味がある状態
は, E > 0であるにもかかわらず, 長い時間   0の領域にとどまる運動である. そのよ
うな式 (55b)の解は, 0 = 1;M = 0の時に存在し,  ! 0で,  は logで発散する. この
古典的な軌道は, 図 8のような軌道であり,   0の領域に長い時間とどまる古典的な運
動はこの軌道以外に存在しないことが分かる.
続いて古典的な運動を元に, 量子力学的な運動を考える. 詳細は省くが, 量子化の手続
きは以下の通りである. 共鳴を探すために運動量 k の関数であるヨスト関数 J(k)のゼロ
点を探す. すなわち,  ! 0で正則であり,  !1で外向き波境界条件を満たす解を探す.
 ! 0で正則な関数であることから, F = 0の解であるWhittaker関数と原点で正則な 
の関数 z()で展開する. z()を小さい量であるプランク定数 ~の冪で展開し ~のゼロ次
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図 8: 正のエネルギーを持ち, 長時間   0の領域にとどまる古典軌道.
[4]から図を引用. 0 = 1;M = 0の時の典型的な古典軌道. 横軸は静電場に平行な z 軸方向で, 静
電場によって z !  1の方向へイオン化する. 縦軸は静電場に垂直な x軸方向である. ここで, エ
ネルギーは 3:37 10 4a:u:, 静電場は F = 8kV=cmである. (b)は (a)の拡大図であり, 拡大して
も (a)に似た軌道が現れる. イオン化するまでに z > 0の領域に長い時間留まる軌道であることが
分かる.
までとった解と, Whittaker関数を  ! 1の漸近で展開する. ヨスト関数のゼロ点を考
えると  方向の量子化条件Z 1
0
Q()d =

n +
1 +m
2

~; (n = 0; 1; 2;    ) (56a)
Q() =

E
2
+
1  0

+
F
4

1=2
(56b)
を得る. また,  方向の量子化条件は古典的な運動が許される領域で作用の積分が  の整
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数倍になるように決めると, 量子化条件Z 1
0
R()d =

n +
1 +m
2

~; (n = 0; 1; 2;    ) (57)
を得る. ここで,
R() =

E
2
+
0

  F
4

1=2
; (58)
1 =
E
F
+
"
E
F
2
+
40
F
#1=2
(59)
とおいた.
古典的な運動の考察から, 長い寿命をもつ状態は 0  1を持つことが分かっている. ま
た, 古典的な運動量M はm~に等しく, M = O(~1); m = O(~0)である. 従って式 (56a)
は, 0   1 = O(~)を想定し ~の二次までを考えると
(0 1)(2E) 1=2 = i

n +
1 +m
2

~+
1
8

3(2n+m+1)
2+1 m2(2E) 3=2F~2 (60)
となる. ここで, 右辺第一項は ~1, 第二項は ~2 のオーダーを持つ. TBSの 0 と E は積分
(57)と式 (60)を解くことによって得られるので, あらわな式で書くことは出来ない.
TBSsの量子化条件と物理的な描像は TSsとも SFISsとも異なっている. TBSsの量子
数 (n; n;m)で指定される E の電場依存性は, TSsと SFISsの間で量子数が異なること
を説明する. つまり, TBSsは F の増加と共に TSsから SFISsに移る電場に存在してい
るのである. また, TBSsの量子化条件から得られた F  10 6 で量子数 n  25に属する
エネルギーは, 水素原子の実験 [24, 25, 26]と理論計算結果 [3]で現れたピークと幅を良く
再現した. よって, [24, 25, 26]で観測されたピークは TBSsの現れである.
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2.3 数値計算手法
本節では, 放物座標系で水素原子のシーガート状態を数値的に求める手法を述べる. 本
節の目的は, 時間依存しないシュレーディンガー方程式
 1
2
  1
r
+ Fz   E

(r) = 0; F > 0 (61)
を原点で正則であり, 外向き波境界条件の下で数値的に解くことである. シーガート状
態は Z
2(r)dr = 1 (62)
で規格化する. 式 (61)は放物座標の下で変数分離可能なので, 波動関数を
(r) =  1=2()f()
eim'p
2
(63)
と展開する. 本論文では関数 (); f()を求め, ()を 1に規格化し, その後 f()の規格
化を行った. すなわち, Z 1
0
2()d = 1 (64a)
1
4
Z 1
0
Z 1
0
 12()f2()( + )dd = 1 (64b)
に従って規格化を行った.  軸上の積分は正則化を行い, 積分値を求めた.
2.3.1  方向の固有値問題
()は分離定数 () を固有値として持つ, 以下の固有値問題の解である.
d
d

d
d
  m
2
4
+ a1 + a2 + a3
2

() = ()() (65a)
()j!0 / jmj=2; ()j!1 = 0 (65b)
ここで,
a1 = 1; a2 =
E
2
; a3 =  F
4
(66)
とおいた. ()を
() =
NX
n=0
cnh
(jmj)
n () (67)
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と展開する. ここで, h()n (x)は正規直交化されたラゲール陪関数 (付録 B.1)であり, 正規
化されたラゲール陪多項式 ~L()n (x)を用いて
h()n (x) = ~L
()
n (x)x
=2e x=2 (68)
と表され, 正規直交化関係 Z 1
0
h
()
n0 ()h
()
n ()d = n0;n (69)
を満たし, 微分方程式
d
d

d
d
  
2
4
+
2n+ + 1
2
  1
4


h()n () = 0; ( >  1) (70)
を満たす. 式 (65a) を基底関数 (68) を用いて行列表示にし, 対角化を行うことで固有値
() と固有ベクトル cn を求める. k()n = [n(n+ )]1=2 と置いて, ~L()n (x)の三項漸化式
 ~L()n () =  k()n+1 ~L()n+1() + (2n+ + 1)~L()n ()  k()n ~L()n 1() (71)
を利用すると, h()n (x)に関する積分Z 1
0
h()n ()h
()
n0 ()d =  k()n+1n+1;n0 + (2n+ + 1)n;n0   k()n n 1;n0 ; (72)Z 1
0
2h()n ()h
()
n0 ()d = k
()
n+1k
()
n+2n+2;n0   k()n+12(2n+ + 2)n+1;n0
+
h
(k
()
n+1)
2 + (k()n )
2 + (2n+ + 1)2
i
n;n0
 k()n 2(2n+ )n 1;n0 + k()n 1k()n n 2;n0 (73)
は, 解析的に実行できる. したがって, ハミルトニアンの行列要素
Aj;j0 =
Z 1
0
h
(jmj)
j ()

d
d

d
d
  m
2
4
+ a1 + a2 + a3
2

h
(jmj)
j0 ()d (74)
は
An;n 2 = a3 [n(n  1)(n+ jmj   1)(n+ jmj)]1=2 ; (75a)
An;n 1 =  

1
4
+ a2 + 2a3(2n+ jmj)

[n(n+ jmj)]1=2 ; (75b)
An;n = a1 +

a2   1
4

(2n+ jmj+ 1) + a3 [6n(n+ jmj+ 1) + (jmj+ 1)(jmj+ 2)] ;
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(75c)
An;n+1 =  

1
4
+ a2 + 2a3(2n+ jmj+ 2)

[(n+ 1)(n+ jmj+ 1)]1=2 ; (75d)
An;n+2 = a3 f(n+ 1)(n+ 2)(n+ jmj+ 1)(n+ jmj+ 2)g1=2 (75e)
と５重対角行列の形で求められる. ここで, 上記の行列要素 An;m にあてはまらない要素
はゼロに等しい. 構成した行列を対角化することにより, () と cn を得る. 本論文の数値
計算では, 基底関数の数を N = 120で打ち切り, 計算を行った.
2.3.2  方向の固有値問題
関数 f()を
f() =  1=2F() (76)
とすると, 関数 F()は微分方程式
d
d

d
d
  m
2
4
+ () +
E
2
+
F2
4

F() = 0 (77a)
F()j!0 / Cjmj=2; F()j!1 /  1=2f(;E) (77b)
を満たす. 今, Im(E) < 0なので, 関数 f()は;式 (18)の指数の中の第二項 iE1=2=F 1=2
より実軸上  ! 1で発散する. 発散を避けるため, 複素  平面上に経路を変えて計算を
行う複素座標回転法について説明する.
複素座標回転法
 !1の漸近で, 微分方程式 (77a)の一般解は, 線形独立である外向き波 f(;E)と内
向き波 I(;E)の線形結合として表され,
F() = c1 1=2f(;E) + c2 1=2I(;E) (78)
と書ける. ここで, 関数 f(;E); I(;E)は
f(;E) =
21=2
F 1=41=4
exp

i
F 1=23=2
3
+ i
E1=2
F 1=2

(79)
I(;E) =
21=2
F 1=41=4
exp

 

i
F 1=23=2
3
+ i
E1=2
F 1=2

(80)
26
第 2 章 静電場中の水素原子の量子状態
 0
 10
 20
 30
 40  0
 10
 20
 30
 40
-20
-15
-10
-5
 0
 5
 10
 15
 20
R
e
[ 
f(
η,
E
)]
, 
Im
[ 
f(
η,
E
)]
Re(η)
Im(η)
R
e
[ 
f(
η,
E
)]
, 
Im
[ 
f(
η,
E
)]
図 9: 外向き波の複素平面上の振る舞い.
外向き波 f(;E)を複素平面上へ解析接続した時の関数の振る舞い. 図中の赤, 青色の実線はそれぞ
れ f(;E)の実部, 虚部を表す. E =  0:527  i0:2=2; F = 0:1として描画した. Im() = 0の実
軸上では  の増加に伴い関数が振動しながら増加し, 発散するが, Im() > 0の複素平面の経路上の
漸近では速やかにゼロに収束する. 虚軸方向の深い領域に延びる実線は複素回転角  = =3にとっ
た経路上の関数を表している.
で表される関数である. 複素平面上に座標を移ると,  !1の漸近での解の振る舞いを変
える事が出来る. 座標を
 = tei; (t; は実数) (81)
に従って変数変換すると f(;E); I(;E)は, t!1の漸近で
f(tei; E) =
21=2
F 1=4t1=4
e i

4 exp

F 1=2t1=2
3
ei(
3
2 +

2 ) +
Et1=2
F 1=2
ei(
1
2 +

2 )

(82)
I(tei; E) =
21=2
F 1=4t1=4
e i

4 exp

F 1=2t1=2
3
ei(
3
2  2 ) +
Et1=2
F 1=2
ei(
1
2  2 )

(83)
の形を持つ. 今, t!1の漸近で f(;E)は指数関数的に減少し, I(;E)は指数関数的に
増加する振る舞いを持つようにしたい. そのためには, 式 (82)の指数の第一項の実部が負
になるように複素回転角 を選べばよい. その条件は,

2
< ei(
3
2  2 ) <
3
2
! 0 <  < 2
3
(84)
27
2.3 数値計算手法
である. もちろん, 指数の実部が負になるような  の範囲は周期的に存在するが, 異なる
リーマン面に移らないように決めなければならない. この条件を満たす  は, 式 (84)の範
囲のみである.
式 (84) の範囲であれば, f(;E) は t の増加に伴って指数関数的に減少する. 関数
f(;E)が最も早く減衰する  は, 式 (82)の指数の第一項の実部が大きい負を持つとき,
ei(
3
2  2 ) =  1 !  = 
3
(85)
と見積もられる. この時, 解は線形独立である指数関数的に減少する外向き波解と指数関
数的に増加する内向き波解として分けられる. よって, 式 (81) による座標変換で, 角度
(84)で座標回転した軸上に沿って F()を原点で正則であり, 指数関数的に減少する基底
関数で展開することにより, 境界条件 (77b)を満たす解を選択的に求められる. この手法
を複素座標回転法と呼び, 水素様原子の基底状態と, いくつかの励起状態について高精度
の数値計算結果が得られている [48, 49]. 頻繁に用いられる基底関数として, F = 0の時
の解であるラゲール陪関数 (付録 B)が選ばれ, 本研究でもこれを用いた.
複素座標回転法で求めた固有値は, 式 (84) の範囲にある複素座標回転角に依存しない
(ただし固有ベクトルは角度に依存する). 式 (77a)に対し, 複素平面への座標の変換を行
うことを考える.  = tei (ただし 0 <  < 23 )で複素座標回転を行うと
 

e i

d
dt
t
d
dt
  m
2
4t

+ eia2t+ e
2ia3t
2

F0(tei) = ()F(tei) (86)
を得る. ここで,
a2 =
E
2
; a3 =  F
4
(87)
とおいた. F(tei)を
F(tei) =
X
n=0
cnh
(jmj)
n (t) (88)
として展開すると, ハミルトニアンの行列要素
Bj;j0 =  
Z 1
0
h
(jmj)
j (t)

e i

d
dt
t
d
dt
  m
2
4t

+ eia2t+ e
2ia3t
2

h
(jmj)
j0 (t)dt (89)
は,
Bn;n 2 =  e2ia3 [n(n  1)(n+ jmj   1)(n+ jmj)]1=2 ; (90a)
Bn;n 1 =

e i
4
+ eia2 + 2e
2ia3(2n+ jmj)

[n(n+ jmj)]1=2 ; (90b)
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Bn;n =  

eia2   e
 i
4

(2n+ jmj+ 1)  e2ia3 [6n(n+ jmj+ 1) + (jmj+ 1)(jmj+ 2)] ;
(90c)
Bn;n+1 =

e i
4
+ eia2 + 2e
2ia3(2n+ jmj+ 2)

[(n+ 1)(n+ jmj+ 1)]1=2 ; (90d)
Bn;n+2 =  e2ia3 [(n+ 1)(n+ 2)(n+ jmj+ 1)(n+ jmj+ 2)]1=2 (90e)
の５重対角行列の形で求められる. ここで, 上記の行列要素 Bn;m にあてはまらない要素
はゼロに等しい. 構成した行列を対角化することにより, () と cn を得ることが出来る.
2.3.3 固有値の逐次解法
シーガート状態の固有エネルギーに一致する E が与えられたとき, 式 (65a)と式 (77a)
の固有値問題を解いて得られるそれぞれの固有値 (); () は一致する. しかし, E が固
有エネルギーに一致しない場合,
()(E)  ()(E) = 0 (91)
で表される関数のゼロ点を探さなければならない. E; (); () は複素数なので, 本研究
では微分を差分で近似したニュートン=ラフソン法を使って求めた.
量子数 (n; n;m) で指定される TS を F > Fc の領域へ実電場軸上に沿って解析接
続を行い, 大きい F のシーガート状態を求めることを考える. F ! 0 の極限で TSs が
F = 0 の放物量子数 (n; n;m) を持つ束縛状態に一致することを利用する. すなわち,
F = F で, 量子数 (n; n;m) で指定される TS を求める際に, F = 0 の  と E を
ニュートン=ラフソン法の初期値として用いるのである. 目的の F まで, 対角化とニュー
トン=ラフソン法を繰り返して
F1 = F
F2 = F1 +F
F3 = F2 +F
...
のように逐次的に求めた. 実際の計算において F  10 4a:u:として解いた.
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2.4 計算結果
2.4.1 水素原子の TSsと SFISsのエネルギー
節 2.2.1で述べた通り, TSsはポテンシャル障壁の極大を与えるエネルギーを超えない
範囲で定義される. 水素原子の場合, そのエネルギーは
E .  2
p
F (92)
の範囲である. TSsの E を F ! 0で漸近展開すると, E を表す F についての第二次近似
の式
E =   1
n2
+
3
2
Fn(n   n)  F
2
16
n4[17n2   3(n   n)2   9m2 + 19] (93)
を得る [42]. SFISs の E は量子化条件 (54) を解くことで求められる. TS(4; 0; 0),
TS(2; 0; 0)で指定される TSsの E と, SFIS(4; 0; 0), SFIS(2; 0; 0)で指定される SFISsの
E , また, 式 (16a)と式 (17a)を数値的に解いて求めた E を図 10に示した. 数値解は節 2.3
の方法で TS の E を実電場軸上で F が大きい領域まで解析接続した結果である. SFISs
の量子化条件式 (54) は弱電場漸近で導かれた結果だが, その条件は式 (40) である. 式
(40)はある程度電場が大きく, また高い n で満たされるので, SFISsの E(赤色の実線, 点
線)は電場が強い領域で, 数値解 (黒色の実線, 点線)と良く一致する [21]. また, F ! 0で
SFISsの E は 0に向かい, 消失する振る舞いをすることが分かる. TSsの E(青色の実線,
点線)は, ポテンシャル障壁の極大を与えるエネルギーよりも小さい電場 (緑色の実線)で
数値解と良く一致している.
TSの量子化条件から求められる E と SFISの量子化条件から求められる E は F ! 0
で繋がらない. このことは, TSと SFISの起源が明確に異なる事を示しており, 一般的に
Zero-range potentialのように F ! 0で SFISは消失する. 水素原子のように, 数値的に
TS と SFIS が繋がる場合は以下の通り解釈できる. F が小さく, ポテンシャル障壁を超
えない E を持つ状態は, トンネル状態として量子化される. F の増加に伴って, TS でも
SFISでもない F の領域に解析的に接続され, F が大きい領域で SFISに繋がると解釈で
きる. TS, SFISのどちらの量子化条件も適用できない F の領域のある程度は, TBSによ
る量子化で説明することが出来る.
30
第 2 章 静電場中の水素原子の量子状態
-0.2
-0.1
 0
 0.1
 0.2
 0.3
 0.4
 0  0.02  0.04  0.06  0.08
ε 
[a
.u
.]
F [a.u.]
SFIS(4,0,0)
SFIS(2,0,0)
TS(2,0,0) TS(4,0,0)
-0.05
 0
 0.05
 0  0.005
図 10: 水素原子の TSsと SFISsのエネルギー準位.
SFISs, TSs のエネルギー準位 E と数値的に式 (16a), (17a) を解いて求めたシーガート状態の E .
赤色の実線, 点線は量子化条件 (54)を解いて求めた SFISsの E で, それぞれ量子数 SFIS(4; 0; 0),
SFIS(2; 0; 0)に属する. 青色の実線, 点線は式 (93)より求めた TSsのエネルギーで, それぞれ量子
数 TS(4; 0; 0), TS(2; 0; 0)に属する. また, 黒色の実線, 点線は TSsから F > Fc の領域に, 実電場
軸上で数値的に解析接続されたシーガート状態の E を表す. 緑色の実線は, ポテンシャル障壁の極
大を与えるエネルギーの電場依存性を表し, その極大よりも小さい電場で, TSsの E(青)は数値的に
解いた E(黒) と良く一致する. 量子化条件 (54) から求められる SFISs の E(赤) は, F が大きい時
に数値解と良く一致し, F ! 0で E ! 0に向かい, F ! 0で消失する.
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2.4.2 水素原子の TSsと SFISsの波動関数
水素原子の TSs と SFISs の波動関数を図 11, 図 12 に示した. F = 0:03 a:u: に固定
し, デカルト座標系 (x; y = 0; z)で描画した. 図 11の左の図は n = 1の基底状態である
TS(0; 0; 0) を表している. F = 0 の束縛状態の波動関数を表す図 5(a), (d) と比べて, 原
点周りで波動関数はほとんど変わらないことが分かる. また, 電場によって歪められた外
向き波が z < 0の領域で見られるが, 値は小さく, ほとんど無視できる. 実際, この時の  
は, おおよそ 2 10 9 であり, 非常に小さい. 更に, 原点から離れた z .  30の範囲では,
x軸方向の広がりは, x = 0周辺のみであるので, z !  1でこの状態が持つ x軸方向の
運動量は小さいことが分かる.
続いて, 図 11の右の図は n = 2の励起状態である TS(0; 1; 0)を表している. 原点近傍
では, F = 0 の波動関数を表す図 5(f) と類似したピークを見ることが出来るが, 図 5(f)
と比べて, z < 0の領域で大きく異なっている. TS(0; 1; 0)の  は, おおよそ 0:1であり,
TS(0; 0; 0)と比べて非常に大きい. また, 原点から離れた z .  30の範囲では, x軸方向
の広がりは, TS(0; 0; 0)に比べて大きく広がっており, この状態の x軸方向の運動量は大
きいことが分かる.
図 11: 電場 F = 0:03 a:u:における量子数m = 0で指定されるTSsのデカルト座標 (x; y = 0; z)
の波動関数.
左図は n = 1; n = 0であり, 右図は n = 0; n = 1の波動関数を表す. 波動関数の実部, 虚部を
それぞれ赤色, 青色で描画し, 原点の位置を黒色の実線で表した. z 軸方向は波動関数に E を加えた
値を描画した.
図 12は量子数 n = 2; 3; 4; n = 0;m = 0に属する水素原子の SFISsの波動関数を示
している. 原点付近に波動関数の振幅が集中せず, z > 0の領域に波動関数が広がってい
るので, TSsの描像とは大きく異なる状態であることが分かる. また, n が増加するにつ
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図 12: 電場 F = 0:03 a:u: における量子数 n = 0;m = 0 に属する SFISs の, デカルト座標
(x; y = 0; z)上の波動関数.
左上, 右上, 下の順に n = 2; 3; 4の波動関数を表す. 波動関数の実部, 虚部をそれぞれ赤色, 青色で
描画し,原点の位置を黒色の実線で表した. z 軸方向は波動関数に E を加えた値を描画した.
れて, z > 0の深い領域へ波動関数が広がっていることが分かる. z が負に大きく, 原点か
ら離れた範囲で, n が増加するにつれて, x軸方向の波動関数の広がりは大きくなってい
る. すなわち, SFISsに属する状態の x軸方向の運動量は n の増加に従って大きくなる
ことを示している.
2.4.3 水素原子のシーガート状態のエネルギー
ここでは, 水素原子のシーガート状態の固有エネルギー
E = E   i 
2
(94)
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の実部 E を複素座標回転法を用いて求めた計算結果を図示する. 数値計算では, F = 0の
束縛状態から, F < Fc の TSsを求め, F > Fc の領域に向かって実電場軸上で数値的に解
析接続することにより求めた. 量子数は TSsに従って指定しているが, F > Fc の領域で
は量子数の意味は状態を区別すること以外に意味が無いことに注意しておく.
図 13は, m = 0に属し, n = 0; 1; 2; 3の 4つの場合に対して E の電場依存性を n ご
とに示している. 電場 F が小さく, n がある程度大きい時, 電場に対するエネルギーの傾
きは常に正であることが分かった. また, n が大きい時, n の増加と共に, 電場によるエ
ネルギーの変化量が正に大きくなることを数値的に確認した. そのため, 同じ n;mに属
している TSsの準位の間隔は, 電場の増加と共に広がっていく事を確認した. 図 14, 15は
TSsのm = 1; 2に属する状態を示し, n; n は図 13と同じように決めている. n が大き
くなるにつれて, n が大きく, 小さい F では TSsのエネルギーの増加が抑えられている
事が確認できた.
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図 13: m = 0に属する幾つかのシーガート状態のエネルギー実部の電場依存性
シーガート状態の E = Re(E) の電場依存性. 図中線の色はそれぞれ黒, 赤, 緑, ... の順に
n = 0; 1; 2;    を表す. 量子数は, F = 0 の量子数で指定し, 図の縦軸は, TSs を F > Fc の領
域へ実電場軸上で数値的に解析接続して求めたシーガート状態の E である. それぞれの量子数は
(左上)(n; n;m) = (0  18; 0; 0), (右上)(n; n;m) = (0  18; 1; 0), (左下)(n; n;m) = (0 
17; 2; 0), (右上)(n; n;m) = (0  17; 3; 0). を表す.
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図 14: m = 1に属する幾つかのシーガート状態のエネルギー実部の電場依存性
図 13と同じ.ただし, それぞれの量子数は (左上)(n; n;m) = (0  18; 0; 1), (右上)(n; n;m) =
(0  17; 1; 1), (左下)(n; n;m) = (0  16; 2; 1), (右上)(n; n;m) = (0  15; 3; 1) に属する.
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図 15: m = 2に属する幾つかのシーガート状態のエネルギー実部の電場依存性
図 13と同じ.ただし, それぞれの量子数は (左上)(n; n;m) = (0  17; 0; 2), (右上)(n; n;m) =
(0  16; 1; 2), (左下)(n; n;m) = (0  15; 2; 2), (右上)(n; n;m) = (0  15; 3; 2) に属する.
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強静電場中の水素原子の光イオン化
静電場中の水素原子から, 1光子吸収による光イオン化を考える. 本章の目的は, 静電
場中の水素原子の観測量である光イオン化レートと垂直運動量分布を求める事である. 時
間依存シュレーディンガー方程式から, 一光子吸収に対する時間に依存しないシュレー
ディンガー方程式を導き, 観測量である光電子の光イオン化レートと垂直運動量分布を定
義し, その数値計算結果を示す.
3.1 非斉次シュレーディンガー方程式の導出
静電場中の原子に, 空間に一様で時間変化する電場が相互作用するとき, 電子に対する
時間依存シュレーディンガー方程式は
i
@ (r; t)
@t
=

 1
2
  1
r
+ Fz + f(t)r

 (r; t) (95)
で表される. ここで, F > 0は z 方向に働く強い静電場, f(t)は弱い強度のレーザー電場
を表し,
f(t! 1) = 0 (96)
の境界条件を満たす. 式 (95)を解くために f(t)のフーリエ変換を考える.
f(t) =
Z
f(!)e i!t
d!
2
; f(!) = f( !) (97)
また, 電場は
f(!) = f(!)e; ee = 1; (98)
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を満たす. ここで, f(t); e は電場の振幅, 偏光ベクトルを表す. 偏光ベクトルは直線偏
光 (Linearly polarized, LP), 円偏光 (Circulaly polarized, CP) の時, デカルト座標系
(x; y; z)で
LP : e = (0; 0; 1); (99a)
CP() : e = 1p
2
(1; i; 0): (99b)
と表される [44]. 初期状態は t!  1で,
 1
2
  1
r
+ Fz

in(r) = Einin(r) (100)
を満たす TSを考える.
式 (95)の解を以下の形で展開する.
 (r; t) = in(r)e
 iEint +
Z
 (r; !)e iEint i!t
d!
2
(101)
ここで,  (r; !) は角周波数 ! の電場によって励起された光電子の波動関数を表し, 式
(101)を式 (95)に代入することで  (r; !)に対する以下の非斉次微分方程式を得る.
 1
2
  1
r
+ Fz   Ein   !

 (r; !) =  f(!)rin(r): (102)
式 (102)は, 周波数 ! の光によって原子から, 光電子が生成する過程を表している. どの
ような偏光を持つ f(!)であれ, 光電子は静電場によって z !  1の方向へ向かう. その
ため, z !  1の漸近領域で  (r; !)は外向き波で表現される.
3.2 グリーン関数を用いた解の構築
式 (102)の解  (r; !)を, 原点で正則であり, 外向き波境界条件を満たすグリーン関数
 1
2
  1
r
+ Fz   E

G(r; r0;E) = (r  r0) (103)
を用いて構築する. ここで, 右辺の (r)はディラックのデルタ関数を表す.  (r; !)を
 (r; !) = f(!)D(r; !) (104)
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として展開する.ここで,  (r; !)を, レーザー振幅に依存する項 f(!)と原子のポテンシャ
ルと静電場に依存する項D(r; !)の内積として分離した. すると, D(r; !)は
D(r; !) =  
Z
G(r; r0;Ein + !)r0in(r0)dr0 (105)
の積分方程式を満たす. 式 (105)に似た方程式を, 例えば文献 [12]に見ることが出来るが
大きな違いが一点存在する. 本論文の場合, 式 (105)の初期状態は TSsであり, 式 (95)の
静電場を完全に取り扱える. 対照的に, 過去の理論研究 [12, 13, 14, 27, 28, 29, 30, 32]で
は初期状態を非摂動の束縛状態と近似して光イオン化を扱っている. この近似は電場が非
常に弱い時に有効であるが, 現在考えている強い静電場ではこの近似を適用することは出
来ない.
関数 (105)は光イオン化観測量に含まれる全てを表しており, 初期状態である TSsとグ
リーン関数の 2つから成り立っている. TSsに関しては, 節 2.2の通りなので, ここではグ
リーン関数について定式化し, 説明する.
式 (103)は, 放物座標系で変数分離可能であるので, グリーン関数を以下の通り変数分
離する.
G(r; r0;E) =
 2p
0
X

G(; 0)(; ')(0; '0) (106)
ここで, 放物チャンネル関数 (; ')を以下のように定義する.
(; ') = ()
eim'p
2
(107)
ここで, mは z 軸周りの量子数であり,  は 2つの量子数で表される放物チャンネル
 = (n;m); n = 0; 1;    ; m = 0;1;    ; (108)
を表している. また,  = (n; m)と置く. 関数 ()は固有値問題
d
d

d
d
  m
2
4
+ 1   + E
2
  F
2
4

() = 0 (109a)
()j!0 / jmj=2; ()j!1 = 0; (109b)
の解である. 式 (16a)に比べて, 式 (109)の E の値はグリーン関数の引数として与えられ
ている. そのため, 分離定数  が対応する固有値として扱われる. 与えられたm;E; F に
対し, Re()の降順に n を並べ, 量子数を指定する. 関数 ()の規格化をZ 1
0
n;m()n0;m()d = n;n0 (110)
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で行うと, 放物チャンネル関数 (; ')は,Z 1
0
Z 2
0
(; ')0(; ')dd' = ;0 (111)
で規格化される. ここで, 0 = (n0;m0)である.
関数 G(; 0)は式
d2
d2
+
1 m2
42
+


+
E
2
+
F
4

G(; 0) = (   0) (112)
の原点で正則であり, 外向き波境界条件を満たす解である. この方程式の解は,
G(; 0) =W 1 R(<)O(>) (113)
の形で見つけることが出来る. ここで, <(>)は  が 0 よりも小さい (大きい)領域の時
, そうでない時は 0 を代入するという記号である. また, R(), O()はそれぞれ斉次
微分方程式 
d2
d2
+
1 m2
42
+


+
E
2
+
F
4

f() = 0 (114)
の原点で正則な解, 外向き波解であり, それぞれ以下の境界条件を満たす.
R( ! 0) = (jmj+1)=2 (115a)
O( !1) = f(;E): (115b)
2つの解は微分方程式の線形独立な解であり, 式 (114)のロンスキアン
W = R()O0() O()R0() = const (116)
は  に依らない定数となる. ここで, R0()  dR()d ;O0()  dO()d とおいた. また,
R()は,  !1の漸近で
R( !1) = e
 3i=4+i21=2W
(F)1=4
sin

F 1=23=2
3
+
E1=2
F 1=2
+

4
+ 

(117)
の形を持つ. ここで,  は位相差 (phase shift)である.
式 (116)で注意しなければならないことは,  と E(= Ein + !)がちょうどシーガート
状態の分離定数, 複素固有エネルギーに一致する場合, 原点で正則な解と外向き波解が一
致することである. そのため, R()と O()は線形従属となり, W はゼロになり, 関数
G(; 0)は発散する.
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3.3 観測量
3.3.1 光イオン化レート
観測量は D(r; !) の  ! 1 の漸近に現れる係数によって決められる. 式 (105) に式
(106)を代入し,  !1の漸近を考えると,
D(r; !)j!1 =  1=2f(;Ein + !)
X

d(!)(; ') (118)
となる. ここで係数
d(!) =
2
W
Z
 1=2R()(; ')rin(r)dr (119)
と置いた. この係数の物理的な意味を考えるために, F ! 0の弱電場極限を考える. この
時, 初期 TSのエネルギー Ein は殆ど実数で, f(;Ein + !)は  !1で流束が 1となる.
式 (118)を式 (104)に代入する事により, 光電子の外向きフラックスを, 規格直交化され
た放物チャンネル毎のフラックス jf(!)d(!)j2 に分解できる. 従って, d(!)は, 角周波
数 !, 振幅 f(!), 偏光 e を持つ弱い単色光と相互作用した結果引き起こされる放物チャン
ネル毎の光イオン化レートを表している.
光イオン化レートから, 原子の特性ではない電場振幅の依存性を除くため, jf(!)j2 で割
るとチャンネル  ごとの換算された部分光イオン化レート
(!) = jed(!)j2 (120)
を得る. 全放物チャンネルで和を取れば, 換算された全光イオン化レート
(!) =
X

(!) (121)
を得る. 以降, 簡潔にするために本論文中では \換算された" の表記は省略する.
(!)は実験 [24, 25, 26] や理論計算 [27, 28, 29, 32],で観測されている光イオン化断面
積 (!)と (!) = c2!(!) の関係がある (付録 C). ここで, cは真空中の光速度である.
以降では, このレートによる表現で議論を行う. (!)を用いない理由は, 電子の外向きフ
ラックスの問題は, 静電場中のトンネルイオン化の問題 [23] と類似しているためである.
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図 16: 静電場の有無と光電子の運動量の模式図.
静電場 F > 0が存在するとき, 光電子は静電場によって z !  1の方向に向かう. z 軸方向の光電
子の運動量は静電場によって常に加速されるため定義されないが, 静電場に垂直な平面である x; y
軸方向の運動量は加速されないので良く定義でき, 原子内部の情報を保ったまま飛び出す.
3.3.2 垂直運動量分布
関数D(r; !)は z !  1の漸近領域で
D(r; !)jz! 1 =
Z
A(k?; !)eik?r?g(z; k?)
dk?
(2)2
(122)
と表される [23]. ここで r? と k? は静電場に垂直な方向の座標と運動量で,
r? = (x; y) = (r? cos'; r? sin'); (123a)
k? = (kx; ky) = (k? cos'k; k? sin'k) (123b)
である. また, 関数 g(z; k?)は z !  1での外向き波を表し,
g(z; k?) = e i=1221=2(2F ) 1=6Ai(); (124a)
 =
2e i=3
(2F )2=3

Ein + !   Fz   k
2
?
2

; (124b)
である. ここで, Ai(z)はエアリー関数 [36]である. A(k?; !)だけでは物理的に直接意味
を持たないが, 電場ベクトルとの積 f(!)A(k?; !) は垂直運動量 k? が与えられたときの
光イオン化振幅, その絶対値二乗は k? が与えられたときの光電子の分布を表し, 物理的
43
3.3 観測量
な意味を持つ. 式 (122)から
A(k?; !) =
1
g(z; k?)
Z
D(r; !)e ik?r?dr?

z! 1
(125)
を得る. ここで, 平面波の円柱波による級数展開である Jacobi-Anger展開 [37]
eikr = eikr cos  =
1X
m= 1
imJm(kr)e
im (126)
を用いて, ベッセル関数 Jm(z)[36] で展開する. ここで,  は k と r のなす角である. す
ると,
A(k?; !) =
X

eim'kp
2
 2e
 im=2
g(z; k?)
Z 1
0
D(; ; !)Jm(k?r?)r?dr?

z! 1
(127)
を得る. ここで, D(; ; !)はD(r; !)の放物チャンネル毎の ;  に関する関数で
D(r; !) =
X

D(; ; !)
eim'p
2
(128)
D(; ; !) = () 
Z
2p
0
G(; 0)(0; 0)r0in(r0)dr0 (129)
である.
式 (127)の積分を鞍点法 (the steepest descent method)により評価する. z !  1の
漸近で, 放物座標 ;  はそれぞれ
 =
r2?
2jzj +O(r
4
?jzj 3);  = 2jzj+
r2?
2jzj +O(r
4
?jzj 3) (130)
であるため, 漸近領域
z !  1; r? = O(jzj1=2); k? = O(jzj0) (131)
を仮定する. すると, 放物座標は
 =
r2?
2jzj +O(jzj
 1);  = 2jzj+ r
2
?
2jzj +O(jzj
 1) (132)
であり,
D(; ; !)
g(z; k?)

z! 1
=
1
jzj1=2 exp

ik2?jzj1=2
(2F )1=2
+
iF 1=2r2?
2j2zj1=2

 d(!)() (133)
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を得る. ここで, 式 (127)のベッセル関数を z !  1の漸近で展開する *1. ベッセル関数
の漸近形の持つ位相と式 (133)の位相のオーダーは共に O(jzj1=2)を持つので, jzjの増加
に伴って激しく振動する. したがって鞍点法による積分の計算が可能である. 式 (133)と
ベッセル関数の漸近形を式 (127)に代入し, 鞍点法により積分を実行すると, 鞍点はただ
一つ見つかり,
r? =
k?j2zj1=2
F 1=2
(134)
である. 鞍点の z 依存性は式 (131) で仮定した漸近領域の振る舞いと一致する. 得られ
た鞍点は, 物理的には静電場中の原子から励起された電子が初期条件に依らず t ! 1で
(r?; z) = (k2?t; Ft2=2)のように加速されることを表している.これは, 静電場に対する
古典的な運動で, 静電場に垂直方向には等速直線運動し, 平行方向には加速度 F の等加速
度運動するという運動をあらわしている.
鞍点法により積分を行うと,
A(k?; !) =
23=2i
F 1=2
X

d(!)

k2?
F
;'k

(135)
を得る. 換算された垂直運動量分布 (節 3.3.1と同じ理由で \換算された" は以降省略)は,
P (k?; !) = jeA(k?; !)j2 (136)
と表される. これが 2 つ目の観測量であり, 実際に実験 [24, 25, 26] や理論研究 [27, 28,
29, 32] において重要な役割を果たしている. 式 (135) のうち, ある 1 つのチャンネル 0
が支配的である時, 垂直運動量分布は  方向の関数 0()の構造を直接反映した分布にな
る事を注記しておく.
F ! 0の弱電場極限で, (!)と P (k?; !)の k? に関する積分は一致することを示す.
P (k?; !)の k? に関する積分は式 (135), (136)よりZ
P (k?; !)
dk?
(2)2
=
X

jed(!)j2
Z 1
0
j()j2d
+
XX
 6=0
[ed(!)]
[ed0(!)]
Z 1
0
()0()d (137)
と表され, (!)は
(!) =
X

(!) =
X

jed(!)j2 (138)
*1 引数 k?r? のオーダーは, 式 (131)より O(jzj1=2)なので, 漸近展開が可能
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と表される. 今, ()は式 (109)を満たす固有関数であり, E = Ein + ! である. F ! 0
で Ein の虚部はゼロに近づくので, ()はほとんど実関数である. よって F ! 0ではZ 1
0
j()j2d 
Z 1
0
2()d = 1 (139)
が成り立つ. この結果を式 (137)に代入し, 式 (138)と比較すると, F ! 0で, 関係式Z
P (k?; !)
dk?
(2)2
= (!) (140)
を得る . 弱電場極限で 2つの観測量が一致することは, 2つの観測量が持つ物理的な意味
が同じである事を示している. レート (120), (121)と垂直運動量分布式 (136)は, 光イオ
ン化過程を 2つの視点から表現し合っている. また, 式 (140)の両辺が厳密に一致するの
は, Ein が実数である場合にのみ有効であることを強調しておく.
強い電場中では, 初期状態のエネルギー Ein の虚部 Im(E) は無視できなくなる. その
ため, 上記の議論は物理的な意味を失い, 式 (140)は近似的にしか成り立たない. しかし,
レートや垂直運動量分布は断熱近似 [18] の範囲で扱われる強レーザー場中の光イオン化
過程で実際に用いられる. 式 (120), (121), (136)を求めるためには係数 (119)を求める必
要がある. 複素数の Ein に対し, 関数 R()と in(r)は  ! 1 の漸近で指数関数的に
発散する. そのため, 式 (119)の  に渡る積分は正則化を行って評価されなければならな
い. さらに, 式 (119)に含まれる R()は  !1の漸近で内向き波と外向き波の成分を
持つので, シーガート状態の規格化 (21)で行う方法とは異なる方法を用いる必要がある.
この正則化については次節で説明する.
3.4 数値計算
ここでは, 垂直運動量分布 (136) の計算に必要な式 (135) と式 (119) に含まれる係数
d(!)の計算方法について述べる.
式 (135)の  = (n;m)に関する和は, 偏光 eによってmが制限される. すなわち, 直
線偏光であれば m = min のみ値を持ち, 円偏光 () であれば m = min  1 のみ値を持
つ. n に対する和の計算の打ち切りは, 小さい n から順に和を取り, 和の上限は n を増
やしても (!); P (k?; !)の値に変化が十分に無くなった時に打ち切った.
係数 d(!)の計算について説明する. d(!)の定義を再び書けば,
d(!) =
2
W
Z
 1=2R()(; ')rin(r)dr (141)
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である. d(!) = (dx(!); dy(!); dz(!))の (x; y; z)成分はそれぞれ,
dx(!) =
1
4W (m;min+1 + m;min 1)
h
I(3=2) J
( 1=2)
 + I
(1=2)
 J
(1=2)

i
; (142a)
dy(!) =
1
4iW (m;min+1   m;min 1)
h
I(3=2) J
( 1=2)
 + I
(1=2)
 J
(1=2)

i
; (142b)
dz(!) =
1
4W m;min
h
I(2) J
( 1)
   I(0) J (1)
i
; (142c)
と書ける. ここで,
I(k) 
Z 1
0
k()in()d (143)
と
J (k) 
Z 1
0
kR()fin()d (144)
と置いた. ()と in()はラゲール陪関数 h()n (x)で展開されているので, 式 (143)は
解析的に実行できる.
3.4.1  方向の計算
積分
I(k) =
Z 1
0
k()in()d (145)
を考える. 今, 被積分関数は  ! 0で s; (s > 0)の形を持ち,  !1でゼロに収束する.
そのため積分の正則化は必要なく, 式 (145)は通常の意味の積分が実行出来る. 今, ()
と in()が h()n (x)を用いて
() =
X
n
c(m)n h
(jmj)
n () (146)
in() =
X
n
d(min)n h
(jminj)
n () (147)
と展開される時, 式 (145)は
I(k) =
X
n0
X
n
c
(m)
n0 d
(min)
n
Z 1
0
kh
(jmj)
n0 ()h
(jminj)
n ()d (148)
である. jmjの場合分けを避けるため, 以降
I
(k)
m;min;;
=
X
n0
X
n
c
(m)
n0 d
(min)
n
Z 1
0
kh
()
n0 ()h
()
n ()d (149)
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を考える. 二つの表記は
I(k) = I
(k)
m;min;jmj;jminj (150)
で関係する.
d(!)の計算に必要な ; 0 の組み合わせは, 'の積分から求められるクロネッカーの
デルタを考慮に入れて 6つである. すなわち,
I(0)m;min;;; I
(2)
m;min;;; I
(1=2)
m;min; 1;; I
(3=2)
m;min; 1;; I
(1=2)
m;min;+1;
; I
(3=2)
m;min;+1;
の組み合わせである. 表記を簡単にするために
k()n  [n(n+ )]1=2 (151)
を定義する. それぞれの計算を行うと以下の結果を得る.
I(0)m;min;; =
X
n
c(m)n d
(min)
n (152)
I(2)m;min;; =
X
n
n
k
()
n 1k
()
n c
(m)
n 2   2(2n+ )k()n c(m)n 1
+
h
(2n+ + 1)2 + (k()n )
2 + (k
()
n+1)
2
i
c(m)n
 2(2n+ + 2)k()n+1c(m)n+1 + k()n+1k()n+2c(m)n+2
o
d(min)n (153)
I
(1=2)
m;min; 1; =
X
n
hp
n+  c(m)n  
p
n+ 1 c
(m)
n+1
i
d(min)n (154)
I
(3=2)
m;min; 1; =
X
n
hp
n+   1 k()n c(m)n 1 + (3n+ + 1)
p
n+  c(m)n
 (3n+ 2+ 2)pn+ 1 c(m)n+1 +
p
n+ 2 k
()
n+1c
(m)
n+2
i
d(min)n (155)
I
(1=2)
m;min;+1;
=
X
n
h
 pn c(m)n 1 +
p
n+ + 1 c(m)n
i
d(min)n (156)
I
(3=2)
m;min;+1;
=
X
n
hp
n  1 k()n c(m)n 2   (3n+ 2+ 1)
p
n c
(m)
n 1
+(3n+ + 2)
p
n+ + 1 c(m)n  
p
n+ + 2 k
()
n+1c
(m)
n+1
i
d(min)n
(157)
ここで, 式 (146), (147) を, 有限の項数 n = 0; 1;    ; N で展開していた場合, c(m) 2 =
c
(m)
 1 = c
(m)
N+1 = c
(m)
N+2 = 0であることに注意する.
h
()
n (x)に関する積分の具体的な値について, 以下に表記した.
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k n0 0 n  result k n0 0 n  result
2 0 1 0 1 6 1=2 4 3 4 2
p
7
2 1 1 3 1 6
p
2 1=2 5 2 5 3 2
p
2
2 2 1 4 1 4
p
15 3=2 1 4 3 3 6
2 3 2 4 2  40p6 3=2 2 2 3 1  12p3
2 3 2 3 2 120 3=2 2 3 2 2  10p5
2 3 3 4 3  44p7 3=2 3 0 2 1  10p3
2 5 2 4 2  24p35 3=2 3 3 3 4 14p7
2 6 4 4 4 30
p
3 3=2 4 2 3 1  2p30
1=2 1 4 2 3  p2 3=2 4 1 2 2 2p15
1=2 4 0 3 1  2 3=2 5 2 4 3  20p5
表 1:
Z 1
0
xkh
(0)
n0 (x)h
()
n (x)dxの積分値
図 17: 式 (158)の積分経路.
領域 (I), (II), (III)の積分経路をそれぞれ緑, 青, 赤で示した.　 (III)の f ( ) ; f (+) で示している 2
つの経路は, それぞれ式 (175)の右辺第 1, 2項の計算で用いた経路である.
3.4.2  方向の計算
積分
J (k) 
Z 1
0
kR()fin()d (158)
を考える. 被積分関数は  ! 1で発散するので, 正則化の手続きを行い式 (158)を評価
する. また, この積分は数値的な安定性も考えて積分を行わなければならないので巧妙に
積分経路を決定しなければならない.
我々は積分 (158)の経路を (I)内側領域 0    0, (II)中間領域 0    1, (III)外
側領域 1   の 3つに分けた. その積分経路を図 17に図示した.
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ここで, 領域 (I), (II)に関しては実  軸上で積分を行い, 領域 (III)では被積分関数を複
素  平面へ解析接続し, 積分を行った. 数式で書けば,
J (k) =
Z 0
0
kR()fin()d +
Z 1
0
kR()fin()d +
Z 1
1
kR()fin()d (159)
と分けた. 第 1, 2, 3項はそれぞれ領域 (I), (II), (III)に対応する. 0 は,  ! 0の近傍に
おける級数展開が用いることができ, 有限項の展開で数値的に十分収束する範囲から決め
た. また 1 は,  ! 1の漸近展開が利用でき, 有限項の展開で数値的に十分収束する範
囲から決めた. それぞれの領域における積分の計算は以下の通りに行った.
(I)内側領域 0    0 の積分
領域 (I)の積分 Z 0
0
kR()fin()d (160)
を考える. 積分は実  軸上で実行する. R()は (fin()についても同様）, 微分方程式
d2
d2
+
1 m2
42
+


+
E
2
+
F
4

R() = 0 (161)
の原点で正則な解なので,  ! 0で解を以下の形で展開する.
R() = (1+jmj)=2
X
n
an
n (162)
ここで, 係数 an は
a0 = 1; a1 =   a0
1 + jmj ; (163a)
a2 =  
a1 +
1
2a0
2(2 + jmj) ; (163b)
an>3 =  
an 1 + 12Ean 2 +
1
4Fan 3
n(n+ jmj) (163c)
で与えられる. よって, (I)の範囲で積分 (160)はべき乗の計算になるので, 解析的に実行
した.
(II)中間領域 0    1 の積分
中間領域 (II)の積分 Z 1
0
kR()fin()d (164)
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を考える. 積分は実  軸上で実行する. 領域 (II)には  ! 0の級数展開も  !1の漸近
展開も用いることが出来ない領域である. そのため, 実  軸上で数値的に式 (164)を解い
た. また,本論文の計算では R()と fin()を同時に解き, かつ積分式 (164)を同時に行
うため以下の連立微分方程式を 0 から 1 まで解いた.8>>>>>>><>>>>>>>:
d2R()
d2
=  

1 m2
42
+


+
Ein + !
2
+
F
4

R()
d2fin()
d2
=  

1 m2in
42
+
in

+
Ein
2
+
F
4

fin()
dJ
(k)
 ()
d
= kR()fin(); (k = 1=2;1)
(165)
ここで,
J (k) () 
Z 
0
xkR(x)fin(x)dx; J (k) (0) = 0 (166)
と定義した. 本研究では式 (165)を 4次精度 Runge-Kutta法 [50]を利用して積分した.
(III)外側領域 1   の積分
外側領域 (III)の積分 Z 1
1
kR()fin()d (167)
を考える. 被積分関数は実 軸上の  !1の漸近で発散するので, 本論文では積分 (167)
を実行するために被積分関数を複素  平面上に解析接続し, 正則化を行った. 正則化の手
続きは以下の通りである.
まず, 被積分関数の  ! 1 の漸近における振る舞いを考える. TS の  方向の関数
fin()は  !1の漸近で外向き波 (+)のみで表せられるが, R()は  !1の漸近で
内向き波 ( )と外向き波 (+)の成分を含む. 式で表せば,
fin( > 1) = f (+) (;Ein) (168)
R( > 1) = W
2i
h
f ( ) (;Ein + !)  e2i(+=4)f (+) (;Ein + !)
i
(169)
である. ここで, f () (;E)は微分方程式
d2
d2
+
1 m2
42
+


+
E
2
+
F
4

f () (;E) = 0 (170)
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の線形独立な外向き波解 (+), 内向き波解 (-)で, 漸近で
f () (;E) =
21=2
(F)1=4
exp

 iF
1=23=2
3
 iE
1=2
F 1=2


1X
n=0
f
()
n
n=2
(171)
として展開する. ここで, 係数 f ()n は
f
()
0 = 1; f
()
1 = 
4   E2F 1
2iF 1=2
f
()
0 ; (172a)
f
()
2 = 
(4   E2F 1)f ()1  2iEF 1=2f ()0
4iF 1=2
; (172b)
f
()
n>3 = 
(4   E2F 1)f ()n 1  2iEF 1=2(n  1)f ()n 2 + [(n  3)n+ 9=4 m2]f ()n 3
2inF 1=2
;
(172c)
である. 式 (169)の位相差  を含む指数の項は
e2i(+=4) =
W
2i R(1) + f
( )(1; Ein + !)
f (+)(1; Ein + !)
(173)
で与えられる. 式 (167)に式 (169)を代入するとZ 1
1
kR()fin()d
=
W
2i
Z 1
1
kf ( ) (;Ein + !)fin()d   e2i(+=4)
Z 1
1
kf (+) (;Ein + !)fin()d

(174)
を得る. ここで, 本論文では右辺に含まれる 2つの積分の積分経路を複素  平面上に変更
し, 正則化を行った. つまり,Z 1
1
kf () (;Ein + !)fin()d = lim
t!1
Z 1+tnei
1
kf () (;Ein + !)fin()d
(175)
と左辺を右辺の通り複素回転角  を用いて座標変換した. ここで, n  1は単なるスケー
リング因子であり, 積分結果は nの取り方に依存しない.  は次の通りに決めた.
まず, 式 (174)の右辺, 括弧内の第 1項の被積分関数は  !1の漸近で
kf (+) (;Ein + !)fin()j!1 =
2k
(F)1=2
exp

2iF 1=23=2
3
+
i(! + 2Ein)
1=2
F 1=2

(176)
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の形を持つ. そのため,  !1では
exp

2iF 1=23=2
3

(177)
が発散の主要項となる. よって, 式 (177)の位相の実部が負になるように積分経路を複素
平面へ座標を回転し, 漸近で収束する関数になるように正則化を行う. そのための + の
条件は
0 < + < 2=3 (178)
である. 本論文では, スケーリング因子を n = 1に取りガウス=ルジャンドル求積法 [50]
を用いて式 (175)の右辺の積分を実行した.
続いて, 式 (174)の右辺, 括弧内の第 2項の被積分関数は  !1の漸近で
kf ( ) (;E)fin()j!1 =
2k
(F)1=2
exp
 i!1=2
F 1=2

(179)
の形を持つ. そのため,  !1では
exp
 i!1=2
F 1=2

(180)
が発散の主要項となる. 第 1項と同様に, 式 (180)の位相の実部が負になるように   と
選ぶと, その条件は
  2 <   < 0 (181)
である. 発散は 1=2 によって引き起こされるので, 本論文では, 被積分関数が  の増加に
伴って速やかに収束するようにスケーリング因子を n = 2 に取り第一項と同様に積分を
実行した.
複素座標回転法により求めた固有ベクトルを用いない理由
さて,  の実軸上の波動関数を求めるために, 複素座標回転させた固有ベクトルを用い
ないで改めて計算しなおす理由について述べる. 理論的には, 式 (76)から (88)で利用し
た複素座標回転法を用いて求めた固有ベクトルから固有関数を構築し, 角度   の複素座
標回転を行うことで実軸上の波動関数を得ることが出来る. 実軸上の波動関数は変換
F(tei) =
X
n
cnh
(jmj)
n (t) (182)
! F() =
X
n
cnh
(jmj)
n (e
 i) (183)
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dF()
d
= e i
X
n
cn
"
2n+ jmj
2e i
  1
2

h(jmj)n (e
 i) 
p
n(n+ jmj)
e i
h
(jmj)
n 1 (e
 i)
#
(184)
により得ることが出来る. 式 (182)の固有ベクトル cn は, nの増大に伴い減少する. しか
し,  の大きい領域で波動関数を式 (183), (184)に従って実軸上の関数を直接求めること
は数値的に危険である. その理由は以下の通り説明できる. 式 (183), (184)が数値的に正
しく機能するためには, cn が正しく得られていなければならない. しかし, 数値計算で倍
精度演算を行う場合, 数値的に cn を求めると, cn は nが大きくなるにつれて 10 16 を下
限として小さくなり, また h(jmj)n (t) は t ! 1 で指数関数的に減少する (厳密な cn の値
は 10 16 よりもずっと小さい). 固有値を複素座標回転法により求める際には, t ! 1で
h
(jmj)
n (tei)も同時にゼロに近づくので cn が本来の値より大きく評価されることは何の意
味も持たず, 問題は生じない. しかし, cn が本来の値より大きく評価されていることは, 波
動関数を実軸上に戻した時に問題を引き起こす. 実軸上では, h(jmj)n (e i)は  ! 1で
指数関数的に発散し, 高い次数を持つほどその発散は小さい  で発生する. cn が厳密に評
価されている場合, 発散は式 (79)に従うが, 数値計算では前述したとおり,cn は本来の値
より過大に評価されるので の増加につれてますます（正しくない）発散をする. よって,
数値的な問題により, 実軸上の値を式 (183), (184)に従って得ることが出来る範囲は  の
小さい領域のみである.
また, 複素回転角  は漸近で素早く収束する  = =3 を選ぶことで原点付近だけに振
幅を持つように変更できるので固有エネルギーの幅  が大きい時には  = =3を選ぶの
が良い. しかし,  が小さい時,  は 0に近い方が良い. なぜなら, F = 0では複素座標回
転をする必要はなく, 解はただ 1つの h(jmj)n ()で完全に記述できるからである. よって,
F ! 0では複素座標回転することによって基底関数の数が増加し, 数値計算が不安定にな
る. 水素原子の場合で, 複素回転角と基底関数の数と収束に関する議論を文献 [49]に見る
ことが出来る.
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表 2: 計算で用いた 2つの静電場に対する 4つの TSsのエネルギー E と幅   (原子単位
系)
(n; n;m) E   E  
F = 0:03 F = 0:10
(0; 0; 0)  0:502 074 0:223 753 10 8  0:527 418 0:145 381 10 1
(1; 0; 0)  0:070 723 0:665 210 10 1 0:080 235 0:310 374
(0; 1; 0)  0:240 147 0:119 640  0:392 702 0:572 141
(0; 0; 1)  0:153 357 0:888 472 10 1  0:154 012 0:403 757
3.5 結果
本論文では, 主量子数 n = 1と n = 2を持つ 4つの TSsの光イオン化について, 2つの
静電場 (F = 0:03; 0:10)における光イオン化レート (120), (121)と垂直運動量分布 (136)
の計算結果を図示する.
本論文に関係する TSsのエネルギー準位 E と幅  を表 2に列挙した. 初期状態の量子
数 min が与えられると, 式 (136) の計算のために必要な式 (121) と式 (135) 内の  の和
は, 直線偏光の場合m = min, 円偏光の場合m = min1, のチャンネルのみを含む. 観測
量は異なる偏光 eに対し, それぞれ異なる結果が得られるので, 本論文では 4つの初期状
態から直線または円偏光の場合を考えた. 垂直運動量分布 (136)は, 全ての場合で大きさ
k? のみに依存する. そのため, 'k について積分を行った P (k?; !) 
R 2
0
P (k?; !)d'k
を定義し, 本節では P (k?; !)を改めて垂直運動量分布と呼ぶ.
3.5.1 4つのトンネル状態からの光イオン化
我々が光イオン化観測量に探したい SFISsの固有エネルギーを En;n;m = En;n;m  
i
2 n;n;m と表す. また, 本章で注目する SFISsの En;n;m は図 6に示したm = 0; 1; 2
のみである. なぜなら, 1光子吸収を考える場合, m = 0; 1を持つ初期状態から他のmで
指定される SFISsに励起されないからである.
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TS(0; 0; 0)からの光イオン化
我々はまず, 直線偏光した電場による TS(0, 0, 0) の光イオン化を考え, (!) と
P (k?; !) の計算結果を図 18 に示した. 初めに図 18(a) の下の図について考察する. 図
中の黒色の実線は, 全レート (121) を示している. また, 色付きの実線はチャンネル
 = (n; 0) に属する部分レート (120) を示しており, 色は n = 0(赤), 1(緑), 2(青),
... の通りに付けた. 図中最も左に位置している, 赤い垂直方向の破線と水平方向のバー
は, TS(0; 1; 0) の E と   を表している. その他の垂直方向の破線と水平方向のバーは,
n = 1; 2; :::; かつ n = m = 0 の量子数で指定される SFISs の En;0;0 と  n;0;0 を表
している. ここで色は n ごとに変え, 色付けの方法は (!) と同じにした. 図 18(a) の
レートを表す図で最も特徴的な振る舞いは (!) が, あるエネルギーでピークを持つこ
とであり, その位置はちょうど対応する TSs, SFISsの E にほぼ一致することである. ま
た, そのピークの幅は TSs, SFISsの  に対応している. それらの (!)のピークを反映
して, (!) にもピークが確認できた. それぞれのチャンネルの (!) に現れた最も左の
ピークは, SFISsの n = 0で指定される状態を反映したピークである. また, n > 1の
それぞれの (!)の高い ! 側に, 2番目に小さく, 幅の広いピークが確認できる. 本論文
では, 図には示していないが, この 2番目のピークの位置, 幅が SFISsの n = 1に良く一
致していることを確かめた. この n = 1 以上の n を持つ SFISs は, (!) に確認でき
るが, n = 1 の SFISs の  n;1;0 は非常に広いため, (!) にピークを見ることは出来な
い. 図 18(a)の上の図のカラーマップは垂直運動量分布 (136)を示している. 低い !では,
P (k?; !)は TS(0; 1; 0)と最も低い SFIS(1; 0; 0)に由来する干渉が起こるため, 複雑な形
状を持つ. しかし, 高い ! で P (k?; !)は比較的簡単な形状を持つ.
! が与えられたとき, k? の関数である P (k?; !)は明確に判別できる極小値を持ちなが
ら振動し, k? が増加するにつれて速やかに減衰する. P (k?; !)の極小値の数は ! に依存
しており, ! が SFISを通り過ぎるごとに極小値の数は増加する. SFISの E にちょうど一
致する !で, P (k?; !)は極大を持ち, この極大が SFISの現れである.また,P (k?; !)に現
れる振動構造が高いコントラストを持つことは初期状態のエネルギー Ein がほとんど実数
であることから説明できる. これは, 式 (109)のエネルギー E = Ein + ! がほとんど実数
であるので, 解 n()が n 個のゼロ点を持つことを意味している. (!)から分かる通
り, ある ! の範囲では, 垂直運動量分布の振幅 (135) は, ほんの少しのチャンネルで指定
される関数 (k2?=F ) の重ね合わせで書くことが出来るので, P (k?; !) の構造に極小値
の線が見える. 更に, 式 (109)の解がほぼ実数であることは関係式 (140)が良く成立して
いることを示している. P (k?; !)の垂直運動量に渡る積分値も灰色の点線として図 18に
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示しているが, (!) の黒色の実線と重なり, その 2 つを図上で区別することは出来ない.
以上で述べたことは, 電場の強さが変わった図 18(b)について同じことが言える.
図 19は TS(0, 0, 0)から円偏光した電場による光イオン化の計算結果を表している. こ
の場合, (!)は m = 1のみがゼロではない値を持つ. (!)はピークを持ち, その位置
と幅は SFISsの En;n=1;m=0; n;n=1;m=0 に良く一致している. しかし, その幅は非常
に広く, TS(0; 0; 1)に起因するピーク以外は (!)に見ることは出来ない. また, P (k?; !)
は, k? = 0で節を持つことに留意しておく. これは, 境界条件 (109b)から説明できる.
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図 18: 直線偏光による初期状態 TS(0; 0; 0)の光イオン化スペクトル.
直線偏光で, 周波数 ! の弱い単色電場によって, TS(0; 0; 0) から光イオン化した時のスペクトル.
電場は (a)F = 0:03, (b)F = 0:1である. 上段は式 (136)で表される垂直運動量分布 P (k?; !)で
ある. 下段の黒色の実線は式 (121) で表される全レート (!) を表し, その他の色のついた実線は
式 (120) で表されるチャンネル  = (n; 0) の部分レート (!) を表す. ここで, 赤, 緑, 青,   
の順に n = 0; 1; 2;    に対応して色付けした. その色は部分レートの n と同じように色付けし
た. すなわち, 緑, 青,    の順に n = 1; 2;    に対応する. 最も左にある垂直の赤色の点線は
TS(0; 1; 0), その他の垂直の点線は SFIS(n; 0; 0)を表し, TS, もしくは SFISsの E から初期状態
の Ein を引いたエネルギーを示し, E   Ein を示している. また, それぞれの垂直の点線に付随する
水平方向のバーはその状態の幅  n;n;m を表す.
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図 19: 円偏光による初期状態 TS(0; 0; 0)の光イオン化スペクトル.
図 18 とおおよそ同じであるが, 初期状態 TS(0; 0; 0) から円偏光 (+) による光イオン化である.
下段の赤, 緑, 青,    色の実線はチャンネル  = (n; 1) に属する部分レート (!) の n = 0,
1, 2,    ; に対応する. 最も左にある垂直の赤色の点線は TS(0; 0; 1), その他の垂直の点線は
SFIS(n; 0; 1)に対応し, その色は部分レートの n と同じである.
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図 20: 直線偏光による初期状態 TS(1; 0; 0)の光イオン化スペクトル.
直線偏光で TS(1; 0; 0)から光イオン化した時のスペクトル. (a), (b)の下段にある灰色の点線は式
(140) の左辺の積分を表す.その他の表記は図 18と同じである.
TS(1; 0; 0)からの光イオン化
続いて, 直線偏光した電場による TS(1, 0, 0)からの光イオン化を考える. 計算結果を図
20に示した. TS(0; 0; 0)の結果と大きく異なっている点は, P (k?; !)に, SFISs(n; 0; 0)
に一致する ! で図の垂直方向の尾根が現れていることである. そして, この振る舞いは図
20(b)においてさらに顕著である. この尾根の起源は以下の通り説明できる. 節 3.2 で述
べた通り, 式 (119)に含まれるロンスキアンW は Ein + ! = En;n;m が満たされると
きゼロになる. これは, 初期状態で, TSと, ある SFISの間で共鳴が起こることを意味し
ている. 今, ! は実数なので, 共鳴が起こる条件 (複素共鳴条件)は, Ein + ! = Ennm か
つ  in =  nnm が満たされる時である. 1つ目の条件は ! を変化させることでいつも満
たされるのに対し, 2つ目の条件は F と初期状態にのみに依存し, F を変化させることで
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図 21: 円偏光による初期状態 TS(1; 0; 0)の光イオン化スペクトル.
円偏光 (+)で TS(1; 0; 0)から光イオン化した時のスペクトル. (a), (b)の下段にある灰色の点線は
式 (140) の左辺の積分を表す.その他の表記は図 19と同じである.
この条件は満たされる. このように, 複素共鳴条件は適切な ! と F の組み合わせにより満
たすことが出来る. この 2つの条件が満たされたとき, 全ての光イオン化に関係する観測
量は発散する.
通常の弾性散乱断面積の発散はユニタリー性によって制限されているが, 我々が本論文
で取り扱ったように, 電子-光子相互作用を 1 次摂動論によって光イオン化断面積を計算
する場合, ユニタリー性による発散の制限は存在せず, 原理的に発散してもよい. 例えば,
非常に狭い幅   の形状共鳴を持つポテンシャルの, 束縛状態からの光イオン化を考えよ
う. この系の光イオン化は, 離散状態へ光イオン化する過程と連続状態へ光イオン化する
過程の 2 つの遷移過程の干渉として表すことができる. 光イオン化断面積は連続状態と
離散状態のカップリングの強さを表すファノパラメータ q の 2乗で特徴づけられる [47].
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共鳴周波数において, 光イオン化断面積は, q2 /   1 で振る舞うので, 連続状態の断面積
の値を原理的に超えることが出来る.   ! 0の極限で, 共鳴状態は連続状態に埋め込まれ
た束縛状態となり, 断面積はデルタ関数の特異性を持ち, 発散する. 以上を踏まえて我々
の状況に立ち返ると, 複素共鳴条件は初期状態が TS(0; 0; 0) の時は満たされないことが
分かる. なぜなら, TS(0; 0; 0) は今考えている電場の強さの範囲では, SFISs と比較して
非常に狭い幅を持つためである. しかし, 図 20の場合では複素共鳴条件は満たされ得る.
なぜなら TS(1; 0; 0) の幅は SFISs(n; 0; 0) の幅と同程度だからである. もちろん, 我々
はただ 2つの電場の強さしか考えていないので, 複素共鳴条件が厳密に成り立っているわ
けではない. しかし, SFISsに一致する E で, 共鳴に起因する観測量の増大が確認できる.
F = 0:10の時,  in の値は, 高い n を持つ SFISsの  nnm に近づく. 従って共鳴に起
因する増大は ! の増加とともに増していく. また, 図 20(a)の (!)に現れているピーク
の幅は SFISs の幅におおよそ対応しているが, 図 20(b) では対応する SFISs の幅に比べ
狭くなっている. これは, 後者の図に現れている共鳴の幅は, SFISsの  nnm ではなく,
j nnm  injによって決められるからである. また, 初期状態が広い幅を持つことは, 図
18, 19の特徴的な構造であった P (k?; !)の振動構造が消失することを説明する. 図 20で
は振動構造は見ることは出来るが, そのコントラストは大幅に減少している. 同じ理由で,
関係式 (140)も保たれない. 灰色の破線で示した, P (k?; !)の積分の値は (!)の黒色の
実線と容易に区別することができる.
図 21 は同じ TS(1; 0; 0) から円偏光した電場による光イオン化の計算結果を表してい
る. この場合, TS の幅は SFISs の  n;0;1 よりも非常に狭いため, 共鳴による増大は発
生していない. また, (!)のピークの幅は非常に広いため, (!)にピークを見ることは
出来ない. P (k?; !) にはコントラストの低い図 18,19 のような振動構造が見えるだけで
ある.
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図 22: 直線偏光による初期状態 TS(0; 1; 0)の光イオン化スペクトル.
直線偏光で TS(0; 1; 0)から光イオン化した時のスペクトル. 表記は図 18, 20と同じである.
TS(0; 1; 0)からの光イオン化
図 22, 23 は TS(0, 1, 0) からの光イオン化の計算結果を表しており, それぞれ図 20,
21 と似ている. SFISs との共鳴の増大が更に強く現れ, 図 23(b) から分かる通り円偏光
CP(+) で F = 0:10 においてもその増大を見ることが出来る. これは非常に広い幅を持
つ SFISs でさえ, 適切な ! と適切な F を選ぶことにより, 光イオン化の観測量に共鳴的
な増大が現れることを示している. さらに, 新たな知見が図 22(b)にあらわれている. そ
れは, n = 2; 3の (!)(青, 水色の実線)に起因する, (!)の !  1:4の辺りの小さく,
鋭いピークである. このピークの現れは以下のように説明できる. 式 (109)の固有値であ
るそれぞれの分離定数  は複素エネルギー E 平面上の解析的な多価関数の, それぞれの
分岐に属している. これらの分岐は複素エネルギー平面上に存在する分岐点によって互い
に繋がっており,  = (2; 0) と  = (3; 0) の分岐は, EBP = (1:006 919; 0:285 660) に
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図 23: 円偏光による初期状態 TS(0; 1; 0)の光イオン化スペクトル.
円偏光で TS(0; 1; 0)から光イオン化した時のスペクトル. 表記は図 19, 21と同じである.
存在する分岐点により繋がっている. この分岐点の虚部は F = 0:10 の初期状態の虚部
  in=2   0:286 071に非常に近い. なので, ! = 1:399 621で Ein + !  EBP となる.
それゆえに, 図 22(b)に現れた非常に鋭いピークは分離定数  の分岐点に由来すること
が分かった. その他のチャンネル間の分岐点は F を変化させることで見つけることが出
来る.
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図 24: 直線偏光による初期状態 TS(0; 0; 1)の光イオン化スペクトル.
直線偏光で TS(0; 0; 1)から光イオン化した時のスペクトル. 表記は図 19, 21, 23と同じである.
TS(0; 0; 1)からの光イオン化
最後に, m 6= 0の状態の中で最も低い E を持つ TS(0; 0; 1) の光イオン化について考え
る. この計算結果を直線偏光, 円偏光 (-), 円偏光 (+)の場合についてそれぞれ図 24, 25,
26に示した. 図中の (!)はそれぞれ, m = 1; 0; 2の SFISsの示している. 今, 初期状態
の幅は m = 0の SFISsの幅と同程度である. そのため, 我々は SFISsとの共鳴による強
い増大を図 25に見ることが出来る. m = 1の SFISsの幅は広いが, 図 24(b)の (!)に
は, 共鳴による観測量の増大を見ることが出来る. 図 26に示したm = 2の SFISsの幅は
更に広いため, 共鳴的な増大を見ることは出来ない.
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図 25: 円偏光 (-)による初期状態 TS(0; 0; 1)の光イオン化スペクトル.
円偏光 ( )で TS(0; 0; 1)から光イオン化した時のスペクトル. 表記は図 18, 20, 22と同じである.
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図 26: 円偏光 (+)による初期状態 TS(0; 0; 1)の光イオン化スペクトル.
円偏光 (+)で TS(0; 0; 1)から光イオン化した時のスペクトル. 下段の赤, 緑, 青,    の実線はチャ
ンネル  = (n; 2) に属する部分レート (!) の n = 0, 1, 2,    ; に対応する. 垂直の点線は
SFISs(n; 0; 2) に対応し, その色は (!) の n と同じである. その他の表記は前の図と同じであ
る.
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図 27: 直線偏光による初期状態 TS(0; 1; 0)の全レート (!)の電場依存性
図 6 と同じように, 緑, 赤色の実線は TS(0; 1; 0) と TS(1; 0; 0) のエネルギー実部をそれぞれ表す.
点線は下から上へ, n = 2; : : : ; 10の SFISs(n; 0; 0) のエネルギー実部を表す. カラーマップは直
線偏光で TS(0; 1; 0) からの光イオン化による全レート (!) を示す. ここで, ! = E   Ein である.
黒点で示した位置は, 複素共鳴条件 Ein + ! = En00 が異なる SFISsで満たされる時であり, レー
トは発散する.
3.5.2 光イオン化レートの静電場依存性
図 18-26で示した結果で最も興味深い点は, 幾つかの F で, 光イオン化の観測量に現れ
る SFISsとの共鳴に由来するピークは, 広い幅を持つ SFISsでさえ鋭く, 非常に強く現れ
るという点である. この点を明確に表現するために, TS(0; 1; 0)から直線偏光による光イ
オン化の議論（図 22）を再考する. 我々は (!)を, F の関数として表し, その結果を図
27に示した. 図の縦軸は ! が関係するエネルギー E = Ein + ! を表している. この図で
F = 0:03と 0:10で切断したグラフが図 22(a), (b)の黒色の実線である. SFISs(n; 0; 0)
のエネルギー準位（点線）を追うように, (!) が共鳴的に増大することが明確に表現さ
れている. 複素共鳴条件 Ein + ! = En;0;0 は, 尾根上のいくつかの点で厳密に成り立ち,
(!)が発散する（図中の丸い黒点）. また, 図 27には TS(1; 0; 0)との共鳴も起こってい
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るが, どんな電場の強さにおいても TS(0; 1; 0)の幅は TS(1; 0; 0)に比べていつも広く, 複
素共鳴条件が満たされることは無い.
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図 28: 図 18の垂直運動量分布と経路間の干渉による計算結果の比較.
図 18 の垂直運動量分布（カラーマップ）と式 (191) を解いて求めた, クーロンポテンシャルを無
視した時の, 半古典近似から求められた干渉が強め合う k?; !（紫色の実線）の比較. 上段, 下段
はそれぞれ F = 0:03; 0:1 の時の P (k?; !) である. 上段, 下段の (k?; !) = (0; 0:65); (0; 0:82)
辺りから伸びている最も外側の紫色の実線は式 (191) の n = 0 に対応し, 内側に進むに従って
n = 1; 2;    ; を表す. 初期状態の Ein は TSs のエネルギー固有値の実部, すなわち上段, 下段で
Ein = Ein =  0:502; 0:527とした.
3.5.3 干渉による光電子の垂直運動量分布の説明
文献 [28]において, 静電場中の光イオン化断面積の F に依存する振動構造は, 直線偏光
の場合に限り, 静電場軸の方向に初速度をもって光イオン化した 2つの古典経路間の干渉
の結果として解釈されている. この描像はその簡便性のため, 多くの研究に用いられてい
る. そこで本研究の計算結果と比較することにより [28]の議論で説明できることとできな
い事を明確にする. その議論は以下の通りである.
原子のポテンシャルを無視し, z 軸正の方向に, 空間に一様な静電場 F を考える. 直
線偏光による励起の場合, z 軸周りについて対称であるので, x; y 方向は z 軸からの動径
方向の距離 r? =
p
x2 + y2 のみで表すことが出来る. 位置, 速度ベクトルをそれぞれ
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r = (r?; rz); v = (v?; vz)とおくと, 古典的なラグランジアンと作用はそれぞれ
L(r; _r; t) = 1
2
[v?(t)2 + vz(t)
2
]  z(t)F; (185)
S(t) =
Z t
L(r; _r; t0)dt0 (186)
と書ける. ここで, v?(t); vz(t)は静電場に垂直, 平行な方向の速度である. 初期条件は, 時
刻 t = 0の時 z(0) = r?(0) = 0; v?(0) = k?; vz(0) = kz とする. 運動方程式を解けば,
r?(t) = k?t; z(t) =  1
2
Ft2 + kzt (187a)
v?(t) = k?; vz(t) =  Ft+ kz (187b)
であり, 作用
S(t) = k
2
? + k
2
z
2
t  kzFt2 + 1
3
F 2t3 (188)
を得る. ここで z > 0の方向に原点から初速 k = (k?; kz)を持って飛び出した電子 1は
放物運動し, 飛び出した速度と同じ速度で z = 0に戻り, その後 z !  1へ運動する. ま
た, z < 0の方向に原点から初速 k = (k?; kz)で飛び出した電子 2は原点から z !  1
へ運動する. z < 0 の 2 つの軌道は同じ運動をするので, 全く同じ作用を得る. すなわ
ち, 電子 1の作用を S1, 電子 2の作用を S2 と書くと, 両軌道の作用の差 S = S2   S1
は z > 0 にいる電子の運動によって積算される. t = 0 で飛び出した電子は, t = 2kzF で
z = 0となることから,
S = kzk2?  
k3z
3F
(189)
を得る.古典的な作用の差が n; n = 1; 2;    ;の時に強め合う干渉が起こるが, 量子力学
的な反射では, 位相 =2が加わる. 初速 kの大きさは光イオン化を考えると, エネルギー
保存則から
k2? + k
2
z
2
= Ein + ! (190)
の関係がある.よって,
kzk
2
?  
k3z
3F
=

n+
1
2

 (191a)
1
2
(k2? + k
2
z) = Ein + !: (191b)
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を満たす k?; ! で干渉が強め合う. ここで, 3次方程式
x3 + a1x
2 + a2x+ a3 = 0 (192)
の実数解は, カルダノの公式 [38]から
x = u+ v   a1
3
;
v =   q
3u
; u =

 r
2
+
p
R
1=3
;
R =
r2
4
+
q3
27
; r = a3   a1a2
3
+
2a31
27
; q = a2   a
2
1
3
(193)
によって見つけることが出来るので, これを用いて式 (191)を解いた.
本研究の P (k?; !) と, 式 (191) を解いて求めた (k?; !) を図 28 に図示した. ま
ず,P (k?; !)の ! が大きい時, k? の増加に伴う振動構造を良く再現している. これは, 式
(191) はクーロンポテンシャルを無視できるという仮定から導かれたものであるので, !
が大きい時に良く成り立つためと説明できる. 経路間の干渉は k? = 0の時, 最も強く現
れるので, この時を特に考える. P (k? = 0; !)では,!が大きい時, 図 18の P (k?; !)が極
大を持つ ! の間隔と, 式 (191)を解いた結果の間隔は良く一致している. しかし, ! が小
さい所では一致せずしない. また, 最も外側の尾根が再現されていない. これはクーロン
ポテンシャルを無視していることから説明できる. ! が小さい時, クーロンポテンシャル
の影響は相対的に大きくなるので, ! が小さい所では図 18 の振動構造の極大と一致しな
い. また, 最も外側の尾根は, クーロンポテンシャルによってポテンシャルが負になるため
に現れており, これを無視している式 (191)では表現できていない.
経路間の干渉に基づく説明を強い電場に適用し, 解釈する. この説明に基づくと, 円偏光
によるmin = 0の初期状態からの光イオン化観測量を示す図 19, 21と, 図 23(a)で, (!)
に共鳴による構造が現れていない理由は, 原点に戻ってくる軌道がないため軌道間の干渉
が起こらない, として説明できる. しかし, この説明では図 23(b)について説明できず, 本
論文の計算結果と矛盾する. 図 23(b)のように, (!)には原点に戻る軌道が無くともピー
クは現れる. 文献 [28]で説明されている異なる軌道間の干渉による説明の欠落は, 原子の
ポテンシャルを考慮していない点である. クーロンポテンシャルの影響を加えたこの描像
は [32] で考えられており, 弱い静電場の場合, 良く一致しているが, もはや簡単な描像で
はなくなってしまう.
SFISsの量子化条件 (54)は仮定 k3=3F  1の元で導かれており, これは大きい n を
持つ SFISs に対応する [21]. この場合, 式 (54) の左辺, 右辺の第 1 項以外の項は近似的
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に無視できる. これは, k3=3F = n を導き, もはや原子のポテンシャルに関する項を含
まず, [28]で得た条件 (191)に一致する. しかし, 一方で式 (54)は厳密な SFISsのエネル
ギー [21]にほとんど近い値を導くことが示されており, 更に, 図 20, 22, 23, 25に現れて
いる (!) のピークの位置は SFISs のエネルギー準位に非常に良く一致している. 故に,
式 (54)のポテンシャルに由来する項は, ピークを定性, 定量的に現わすために必須な項で
ある.
以上から, 強い電場の場合, 経路間の干渉 [28]によって正のエネルギー領域に現れる振
動構造を完全に説明することはできず, 物理的に正しい描像を与えないことが分かった.
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図 29: 図 22における部分レート (!)と各チャンネルの分離定数. 直線偏光電場によって初期状
態 TS(0; 1; 0) から光イオン化する過程を考えた時の全レート (!), 部分レート (!) と, 固有値
問題 (109)の固有値である各チャンネルの分離定数  の実部 (b), 虚部 (c)の振る舞い.
3.5.4 分岐点
本節では直線偏光電場によって TS(0; 1; 0)の光イオン化 (図 22(b))を考えた時に (!)
現れた, !  1:4 の辺りのピークが, 固有値問題 (109) の固有値である (E) の分岐点
に由来することを確かめる. (!) の計算結果から, チャンネル  = (2; 0) と  = (3; 0)
の (!) に現れていることが分かった. (!) は係数 d(!) から構成され, d(!) は
R() と () から構成される. !  1:4 の時, SFIS との共鳴が起こる複素共鳴条件
Ennm = Ein + ! は満たされていないので, R()が急激に変化することは無い. よっ
て ()に原因がある事が分かるので, 固有値問題 (109)を調べた.
74
第 3 章 強静電場中の水素原子の光イオン化
式 (109) を解いて, 固有値  を ! の関数として図 29 に示した. チャンネル  =
(2; 0); (3; 0) の量子数で指定される  をそれぞれ青色, 水色の実線で色付けした. 図
29(b), (c)はそれぞれ  の実部, 虚部である. 図 29に現れるピークが分岐点であるなら
ば, 複素エネルギー平面 E = Ein + ! に存在する分岐点を挟んで  の実部, 虚部で交差,
擬交差の振る舞いが入れ替わるはずなので, これを調べた. E に虚部を挿入し, 図 29 を
解いて,  の振る舞いを図 30 に示し, 分岐点近傍の複素平面上における  の実部を図
31 に示した. 図 30(a), (d) は Ein の虚部を 0.98 倍した時の  の実部, 虚部であり, 図
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図 30: 複素エネルギー平面上の分離定数に現れる分岐点.
固有値問題 (109)の解である各チャンネルの  の実部 (a), (b), (c)と虚部 (d), (e), (f). ただし,
(a), (d)は初期状態エネルギーの虚部 Im(Ein)を 0.98倍, (b), (e)は 1倍, (c), (f)は 1.02倍して
解いた時の解である. チャンネルは, Re の降順で指定した.
30(c), (f)は Ein の虚部を 1.02倍した時の  の実部, 虚部である. 図 30(a)では擬交差
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であり, (d)では交差していることがはっきりと分かる. また, エネルギーの虚部を少し変
化させることによって図 30(c) では交差, (f) では擬交差に変化していることが分かるた
め, 分岐点が存在することが確かめられた. その結果, 分岐点を挟んで  の実部, 虚部で
交差, 擬交差の振る舞いが入れ替わることが確認でき, !  1:4のピークは複素エネルギー
平面に現れる  の分岐点に由来するピークだと判明した. この結果は, 複素平面上に存在
する分岐点が実験的に観測され得ることを示している.
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図 31: 分離定数の実部の複素エネルギー依存性.
チャンネル  = (2; 0); (3; 0) で指定される Re() の複素エネルギー平面 (E = Ein + !) 上
のグラフであり, それぞれ青, 水色の実線で示した. この図から分岐点のエネルギー EBP =
(1:006 919; 0:285 660)と同定した.
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結論
本論文で我々は, 過去に行われた静電場中の水素原子の光イオン化の理論研究を, 強電
場物理で興味を持たれている F  0:1の強い静電場でも適応できる理論へ拡張した. この
ような強い電場では, 基底状態でさえ無視できない幅を持つので, 幅を持つ初期状態であ
る TSsからの光イオン化を考えなければならない. 我々は, 適切な光イオン化観測量であ
る換算された光イオン化レートと換算された垂直運動量分布を定義した. 本論文で最も重
要な結論は, 文献 [21] で理論的に示された SFISs がはっきり区別出来るピークとして光
イオン化観測量に現れた事である. 観測量に現れたピークの幅は, SFISsの幅と TSの幅
の差で決定されるのであって, SFISsの幅だけで決まるのではない. 結果として, 幅の広い
SFISsであっても, ピークは共鳴的に増大されることで, 幾つかの電場で狭く, 非常に大き
く現れる. この SFISsとの共鳴による増大は, 初期状態が複素エネルギーを持つ事を考え
なければ起こらない事を強調しておく. このメカニズムは初期状態を非摂動の束縛状態か
らの光イオン化として扱っている過去の研究 [27, 28, 29, 32, 30, 12]では見ることは出来
ない新たな知見である. 純粋な静電場 F  0:1の場合, 光イオン化の初期状態として考え
た大きな幅を持つ TSsは実験的に用意できない可能性がある. なぜなら, 大きな幅を持つ
初期状態は非常に早く減衰し, また F  0:1の強い静電場は現在のところ実験的に不可能
だからである. しかし, 断熱領域 [18]で原子と強い低周波数のレーザー場との相互作用を
利用することで初期状態を準備することが出来ると考えている. また, 断熱理論 [18]の範
囲で, 準静的なレーザー場中の光イオン化はある瞬間の電場と同じ強さの静電場として表
現することが出来る. そのため, 我々は準静的な強いパンプ光が存在している時に弱いプ
ローブ光による光イオン化を考えることで SFISs がその光イオン化観測量に現れると考
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えている.
2018 年には弱い静電場中のマグネシウム原子の 2 光子の光イオン化により生じた光
電子の分布を測定した実験が報告され [6], 正のエネルギー領域の光電子の分布に構造
が見られることが実験的に観測された (図 32). 図 32(b) は静電場軸に垂直な方向の
光電子の動径分布の励起エネルギー依存性であり, 本論文中で定義した垂直運動量分
布と同じ情報である. また, 図 32(a) は光イオン化断面積の励起エネルギー依存性で
あり本論文中で定義した光イオン化レートと同じ情報である. この実験で, 静電場は
F = 680  10V=cm  1:3  10 7a:u:と非常に弱く, 本論文で論じた SFISsは誘起され
ないため, この実験の観測量に現れない. しかし, 重要な事は本論文で定義した光イオン化
レートや光電子運動量分布が実験的に観測したことが報告され, 実際に正のエネルギー領
域に構造が確認されたことである. 我々が実験的に SFISsを誘起し, 観測され得る方法と
して考えている, 断熱的に取り扱えるレーザー電場を用いた光イオン化とは異なっている
が, 実験的に光電子の観測により原子内部の状態が調べられ, SFISsの実験的な観測がほ
どなく実現すると考えている.
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図 32: P. KalaitzisらによるMg原子の 2光子の光イオン化で観測された静電場に垂直な方向
の光電子の分布と光イオン化断面積.
図は文献 [6]より一部を引用. 2018年に報告された F = 680 10V=cmの静電場中に置かれたMg
原子の 5s2 の基底状態から, 2 光子光イオン化による, 静電場軸に垂直な方向の光電子の分布 (上,
カラーマップ)と光イオン化断面積 (下)の実験結果. 静電場軸に平行な, 強度 I < 1010W=cm2 を
持つ直線偏光レーザーによって励起. 横軸は励起後のエネルギーを示し, 縦軸は (a)2光子光イオン
化断面積, (b) 光電子の静電場に垂直な方向の光電子の分布を示す. 正のエネルギー (E > 0) 領域
の光電子の分布に, 振動構造が見えることが報告された.
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付録 A
ジョルダンの補助定理
本研究で用いたシーガート状態の規格化や, d(!)の計算過程で用いた正則化はジョルダ
ンの補助定理 [39]により正則化される. 複素平面上で正則関数 f(x)の閉経路の積分I
f(x)dx = lim
R!1
"Z R
0
f(x)dx+
Z
C
f(x)dx+
Z 0
Rei
f(x)dx
#
(194)
ここで, C は [R;Rei]間を結ぶ経路である. 閉経路内に特異点が無く, R!1で経路 C
上で常に f(x) = 0が満たされる場合,
H
f(x)dx =
R
C
f(x)dx = 0であるので,
lim
R!1
Z R
0
f(x)dx = lim
R!1
Z Rei
0
f(x)dx (195)
を得る. そのため, 本研究で用いた正則化Z 1
1
kf () (;E)fin()d = lim
t!1
Z 1+tnei
1
kf () (;E)fin()d (196)
を得る. ここで n  1 はスケーリング因子であり, 積分結果は n の取り方に依存しない.
 は f () (;E)のそれぞれの計算で用いられる複素回転角である.
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付録 B
ラゲール関数
ここでは, ラゲール多項式に関連する関数について簡単に記述する.
B.1 ラゲール陪多項式 L()n (x)
ラゲール陪多項式は  >  1 の時に定義され, 以下の関係式を満たす.
三項漸化式
nL()n (x) = (2n+   1  x)L()n 1(x)  (n+   1)L()n 2(x) (197)
直交性 Z 1
0
xe xL()n0 (x)L
()
n (x)dx =
 (n+ + 1)
n!
n0;n (198)
具体例
L
()
0 (x) = 1 (199)
L
()
1 (x) =  x+ + 1 (200)
L
()
2 (x) =
x2
2
  (+ 2)x+ (+ 2)(+ 1)
2
(201)
L
()
3 (x) =  
x3
6
+
(+ 3)x2
2
  (+ 2)(+ 3)x
2
+
(+ 1)(+ 2)(+ 3)
6
(202)
(203)
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B.1 ラゲール陪多項式 L()n (x)
正規化されたラゲール陪多項式 ~L()n (x)
ラゲール陪多項式は  >  1 の時に定義され, 以下の関係式を満たす.
~L()n (x) =
s
n!
 (n+m+ 1)
L()n (x) (204)
三項漸化式p
n(n+m)~L()n (x) = (2n+m  1  x)~L()n 1(x) 
p
(n  1)(n+m  1)~L()n 2(x)
(205)
直交性 Z 1
0
xe x ~L()n0 (x)~L
()
n (x)dx = n0;n (206)
その他の関係式
x~L()n (x) =  k()n+1 ~L()n+1(x) + (2n+ + 1)~L()n (x)  k()n ~L()n 1(x) (207a)
x2 ~L()n (x) = k
()
n+1k
()
n+2
~L
()
n+2(x)  2(2n+ + 2)k()n+1 ~L()n+1(x)
+

(2n+ + 1)2 + n(n+ ) + (n+ 1)(n+ + 1)

~L()n (x)
 2(2n+ )k()n ~L()n 1(x) + k()n k()n 1 ~L()n 2(x) (207b)
~L( 1)n (x) =
p
n+  ~L()n  
p
n ~L
()
n 1(x) (207c)
x~L(+1)n (x) =  
p
n+ 1 ~L
()
n+1 +
p
n+ + 1 ~L()n (x) (207d)
ここで, k()n  [n(n+ )]1=2 おいた.
正規直交化されたラゲール陪関数 h()n (x)
 >  1
h()n (x) = ~L
()
n (x)x
m
2 e 
x
2 (208)
直交性 Z 1
0
h
()
n0 (x)h
()
n (x)dx = n0;n (209)
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微分方程式 
d
dx
x
d
dx
  m
2
4x
+
2n+ + 1
2
  1
4
x

h()n (x) = 0 (210)
具体例
h
(1)
0 (x) = x
1
2 e 
x
2 (211)
h
(1)
1 (x) =
r
1
2
( x+ 2)x 12 e  x2 (212)
h
(1)
2 (x) =
r
1
3

x2
2
  3x+ 3

x
1
2 e 
x
2 (213)
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付録 C
光イオン化断面積と光イオン化レー
トとの関係
ここでは, 角周波数 ! の単色光が水素原子と相互作用した結果現れる観測量である光イオ
ン化断面積 (!)の導出と光イオン化レート (!)との関係
(!) =
c
2!
(!) (214)
の関係を導く.
まず, 式 (214)を導くために必要な関係式を事実として用いて導出する. その後, 事実と
して用いた関係式の導出を行う.
遷移が起こるのは原子核の周りの波動関数のみであり, 原点付近では電場の影響を無視
できると考える. 双極子近似の下で, 振動電場 f)(t)の中の原子核を回る電子のハミルトニ
アンは
H =  1
2
  1
r
+ f(t)r (215)
である. 振動電場との相互作用項を
f(t)r = fe cos(!t)  r = f cos(!t)(e  r) (216a)
f = fe; ee = 1 (216b)
とした. ここで, f; eはそれぞれ電場の振幅, 偏光方向の単位ベクトルを表している.
運動量 kを持つ散乱状態をブラケット記法で jkiと書く. jkiの規格化は
hkjk0i = (2)3(k  k0) (217)
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で行われている. すると, 微分光イオン化断面積は (C.2を参照)
d
d

=
!k!
2c
j hkjerj0i j2 (218)
ここで j0iはエネルギー Ein を持つ初期状態, k! =
p
2(E0 + !)と置いた.
全光イオン化断面積  は微分光イオン化断面積を全立体角で積分することで得られる
ので,
 =
Z
d
d

d
 =
!k!
2c
Z
h0jerjki hkjerj0i d
 (219)
と求められる.
放物座標系で, 放物チャンネル  の散乱状態 j iは jkiと (C.3を参照)Z
jki hkj d
 = (2)
3
p
2E
X

j i h  j (220)
の関係がある. ここで, j iは
h  j 0i = ;0(E   E0) (221)
で規格化されている. j iを位置空間の波動関数として書けば,
j i ! (; ') 1=2f(;E) (222)
であり,  ! 0で正則である. また, それぞれの関数はZ 1
0
Z 2
0
(; ')0(; ')dd' = ;0 (223a)
1
4
Z 1
0
f (;E)f(;E
0)d = (E   E0) (223b)
で規格化されている. ここで  = (n; m), 0 = (n0;m0)とおいた. 式 (220)を式 (219)
に代入することで放物チャンネルで表された全光イオン化断面積
 =
42!
c
X

j h  jerj0i j2 (224)
を得る.
本論文中で定義している, エネルギーで規格化された波動関数  (our) は放物チャンネ
ル  と
h (our) j (our)0 i = 2nn0mm0(E   E0) (225)
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で規格化されていることが分かるので,
j (our) i = (2)1=2 j i (226)
の関係がある.式 (224)に代入すれば, ! の関数として
(!) =
2!
c
X

j h (our) jerj0i j2 (227)
=
2!
c
(!) (228)
を得る.
C.1 本論文中で定義した波動関数の直交性
本論文中の全イオン化レート (!)の定義は
(!) =
X

(!) (229a)
(!) = jed(!)j (229b)
d(!) =
Z
 1=2

2
WR()

(; ')rin(r)dr (229c)
である.ここで,  = (n;m)はチャンネル, W は  方向の正則解と外向き波解の間のロ
ンスキアンである. 正則解R()に 2W を掛けた関数は漸近で
2
WR( !1) = R
(1)
 () = 2e
 3i=4+i 2
1=2
(F)1=4
sin

F 1=23=2
3
+
E1=2
F 1=2
+

4
+ 

(230)
と書ける. ここで, E = Ein + ! である. エネルギー空間で直交化を表すデルタ関数
(E   E0)は, 正則解の  ! 1の漸近の振る舞いのみから現れるので, R(1) ()を代入
して
d(!) =
Z
 
(our)
nmE
(r)rin(r)dr; (231a)
 
(our)
nmE
(r) = (; ')
 1=2R(1) () (231b)
を得る.本論文の定義から, (; ')はZ 1
0
Z 2
0
(; ')0(; ')dd' = ;0 = nn0mm0 (232)
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で規格化されている (C.1).ここで,  = (n; m), 0 = (n0;m0)である. R(1) ()は
1
4
Z 1
0
R(1)

()R(1) ()d = 2(E   E0) (233)
で規格化されている.故に, 本論文中のエネルギーで規格化された波動関数は
h (our)nmE j 
(our)
nmE
i = 2nn0mm0(E   E0) (234)
である.よって, 式 (223)で規格化されている波動関数  nmE(r)との関係式は
 
(our)
nmE
(r) = (2)
1=2
 nmE(r) (235)
である.
C.2 微分光イオン化断面積の導出
本節では, 微分光イオン化断面積 dd

d
d

=
!k!
2c
j hkjerj0i j2 (236)
を導く.
系のハミルトニアンは
H =  1
2
  1
r
+ V (r; t) (237a)
V (r; t) = f(t)r (237b)
ここで, 相互作用項 V (r; t)は式 (216)と同じである.
エネルギー E0 を持つ初期状態 j0iからエネルギー Ek  Ek + dEk で波数 kを持つ連
続状態 jkiへの単位時間当たりの遷移確率を d!k;0 と書くと,
d!k;0 = 2 jVk;0j2 (E0 + !   Ek) dk
(2)3
(238)
である.ここで,
Vk;0 =
1
2
f hkjerj0i (239)
とおいた. 式 (239) 右辺の 12 は光子の吸収過程のみを考えているためである 
cos(!t) = 12 (e
i!t + e i!t)

. 散乱角当たりの遷移確率は, d!k;0 のエネルギーに渡る積
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C.3
R jki hkj d
 とP j i h  jの関係式の導出
分を実行すれば得られるので,Z
d!k;0 =
Z
2 jVk;0j2 (E0 + !   Ek)
p
2EkdEkd

(2)3
(240)
= 2
f2
4
j hkjerj0i j2k! d

(2)3
(241)
を得る.ここで, k! =
p
2(E0 + !)と置いた. 微分光イオン化断面積 dd
 は
R
d!k;0 を入
射光子のフラックスで割って得られるので,
d
d

=
2 f
2
4 j hkjerj0i j2 k!(2)3
c
4f
2 1
2
1
!
(242)
と表される.ここで, 分母の 12 は cos2(!t)の平均から与えられる係数である. よって,
d
d

=
!k!
2c
j hkjerj0i j2 (243)
を得る.
C.3
R jki hkj d
 とP j i h jの関係式の導出
本節では, 関係式 Z
jki hkj d
 = (2)
3
p
2E
X

j i h  j (244)
を導く.
演算子
(H^   E) (245)
を考える.ここで, H^ はハミルトニアン, E はエネルギーである. H^ の固有エネルギー Ek
に属する固有状態 jkiの完全性関係から,
(H^   E) =
Z
(Ek   E) jki hkj dk
(2)3
(246)
を得る. 波数 k0 に属する状態に演算子 (245)を作用させれば, 確かに
(H^   E) jk0i =
Z
(Ek   E) jki hkjk0i dk
(2)3
88
第 C 章 光イオン化断面積と光イオン化レートとの関係
= (Ek0   E) jk0i
が成立する. ここで, hkjk0i = (2)3(k  k0)を用いた.
一方, 放物座標系で, H^ の固有エネルギー E に属する固有状態 j iを用いて 式 (245)
を表すと,
(H^   E) =
X

Z
dE (E   E) j i h  j (247)
と書ける. チャンネル 0 に属する状態に演算子 (245)を作用させれば, 確かに
(H   E) j 0i =
X

Z
dE (E0   E) j i h  j 0i
= (E0   E) j 0i
が成立する.
式 (246)と式 (247)は等しい. dk = k2dkd
 = p2EkdEkd
を利用すれば,
X

j i h  j =
p
2E
(2)3
Z
jki hkj d
 (248)
を得る.
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付録 D
原子単位系とMKSA 単位系
原子単位系 (atomic unit)とMKSA単位系の関係
時間 t : 1[a:u:] = 24:1889[as]
長さ l : 1[a:u:] = 0:052917721067[nm] = 0:52917721067[A]
エネルギー E : 1[a:u:] = 27:21138602[eV]
電場 F : 1[a:u:] = 5:14221 109[V=cm]
レーザー強度 I : 1[a:u:] = 3:509445 1016[W=cm2]
また, 電場とレーザー強度の間の関係とエネルギーと波長は以下の関係がある.
I[W=cm2] = 1:327207 10 3  (F [V=cm])2
F [V=cm] = 27:449256
p
I[W=cm2]
E[eV] =
1239:85
[nm]
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英語が, 読めない話せない聞き取れないにも関わらず, 英語で話をしたい, 議論したいとあ
れば貴重な時間を割いてまで付き合って下さった留学生, ポスドクの方々には大変申し訳
なく, また大変な感謝をいたします. 現在, 日常生活で臆することなく英語で会話ができる
ことは彼ら無くして語ることが出来ません. 研究のみならず, 学生生活や様々な活動の刺
激を戴きました. また, 夏休みに私の実家に来ていただき, 一緒に釣りに出かけたことは今
でも良い思い出です.
短い間でしたが, ポスドクの Jens Svensmark 氏, Tor Kjellsson Lindblom 氏, また
修士課程の松井 大和 氏, 鈴木 優士郎 氏各位とは研究室生活最後の数年間を共にし, お
世話になりました. 他愛もない会話に突き合わせてしまったり申し訳ない気持ちを抱くと
ともに, 楽しい時を過ごさせていただきました.
そして, 秘書の宮前美和子氏には煩雑な事務手続きを尋ねたり, 学生が書く書類を迷う
ことなく, 直ぐに終えられるように付箋で注意書きを加えて戴いたりと, 非常に助けられ
ました.
最後に, 学生生活の全てにおいて経済的, 精神的に支えて下さった両親, 兄に感謝したし
ます. 私が大学へ通っていた 10年間において, 良い事だけでなく悲しい出来事もありまし
た. それでも決して大学に通うのを諦めろと言わず, 支援し続けてくれた事に最大の感謝
をいたします. ここまで育ててくださったおかげで, 本論文を通して, 量子物理学の網羅す
る範囲を少しだけ広げることが出来ました.
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